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Avant-Propos

C’est une version tres préliminoire du polycopié au module Théorie de
Galois et théorie algébrique des nombres (MOR 3) que j’ai assuré au debut de
I’année 2000 a Bordeaux. Il manque toujours les chapitres sur les faits de base
de la théorie de Galois. D’autre part, dans ces sections 1.2 a 1.6 qui manquent
je suis suivi en gros les sections correspondantes du livre Serge Lange, Algebra.
En outre c’est un tres bon livre (et moins cher) que je recommends beaucoup.

Il manque aussi une revision profonde de I'orthographie et de I’expression

— est-ce que je vois des volontaires 7
Nils-Peter Skoruppa en mars 2000
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— & faire —
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— & faire —

1.5 Extensions galoisiennes
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2 CHAPITRE 1. THEORIE DE GALOIS ET APPLICATIONS

1.6 Exemples I : Corps finis

Fixons un nombre premier p. Nous utilisons F,, pour le corps Z/pZ, et Fp
pour sa cloture algébrique. Rappelons que nous avons 1’automorphisme de
Frobenius

F:F,—TF, aw— d.

Soit K un corps fini de caractéristique p. On peut supposer
F, C K CF,.
Car K est un espace vectoriel sur F,,, on a
#E = pll = q.

On a en plus
K* = (w), ord(w)=gq—1.

En particulier, pour tout a € K
a? = a.
En conséquence K est le corps de décomposition de z? — x.

Théoreme. Pour tout nombre naturel n il existe un et un seul sous-corps
de I, avec q := p" éléments, noté F,. C’est le corps de décomposition de
29—z € F,lz] surF),.

Démonstration. 1l reste a montrer I'existence. Soit I, I'ensemble des racines
dans F, du polynéme f(x) := 27 — 2. Car f' = —1 ces racines sont 2 & 2
différentes. Donc #F, = q. Finalement, I’ensemble [F, est un corps, i.e. stable
sous + et - - -. Par exemple + : Si a? = a et b? = b, alors (a+b)? = F"(a+b) =
F(a) 4+ F™(b) = a?+ b7, ou F : x — 2P et 'automorphisme de Frobenius de
F O

b
Evidemment, nous avons
min = Fym C Fpn,
et

]:Fpm m ]:Fpn = ]:Fppgcd(m,n) .

Théoreme. On a Fp = U Fyn.

n=1
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Démonstration. Soit a € F,, et K := F,(a). Nous avons déja montré que
K =T, pour une puissance convenable g de p. O]

En tant que corps fini F, et parfait. Donc toute extension algébrique de
[, et separable, autrement dit, [F, est separable sur FF,. En plus, IF, et tout
F, est normal sur F,,.

Théoreme. Pour tout q := p" le groupe
Gal(IF,/IF,) est cyclique d’ordre n, engendré par Flg, .

Démonstration. Soit ¢ := F|g,. Clairement ¢ € G := Gal(F,/F,). L'ordre
de G est [F, : IZFP} =n. En I?articulier ¢™ = 1. Supposons ¢' = 1. Pour tout
a € F, donc a” = a. Car 27 — x n’a que p' racines, on a donc p! > p”, puis
[ = n. En conlusion, ord ¢ = n et le théoreme suit. ]

Nous allons décrire le groupe de Galois “absolu”
G = Gal(F,/F,).
Pour ceci nous introduisons

7 :=1imZ/nZ

(limite projéctive du systeme projéctif {Z/nZ}). Par définition c’est le sous-
groupe des {s,} dans le produit direct

[[z/nz,

tels que
m|n = s, = s, mod m.

Pour s := {s,} € Z nous définissons

F*:F, —F,

p

par
Fs(a) = a"" sia € Fy.

D’apres la définition du groupe 7 cette définition ne dépend du chois de n.
En plus, F** et un automorphisme de F, (car sa restriction sur tout F,n» l'est),
et s — F® est un morphisme de groupe (exercice).

Théoreme. L’application s — F?* définit un isomorphisme de groupe

Z — Gal(F,/F,).
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Démonstration. s — F* est injectif : Si F* = 1, alors pour tout n, on a a?" =
a pour tout a € Fyn. D’apres le théoreme précédent donc s, = 0 mod n.
L’application est surjectif : Soit ¢ € G. Alors pour tout n il exist d’apres
le théoréme précédent un s,, € Z/nZ tel que ¥(a) = a?™ pour tout a € Fn.
11 est facile & vérifier que s := {s,} € Z (i.e. s,y = s, mod m si m|n), et que
Y= F*. m

Nous remarquons que 7 est un anneau (parce que les Z/nZ le sont). De
plus Z est un anneau topologique. On munit Z par la topologie de trace de
la toplogie de produit sur [, Z/nZ. Ici la topologie sur Z/nZ est la toplogie

discrete. En particulier, nous remarquons que Z est compact (par le lemme
d’Uryson).

1.7 Exemples II : Corps cyclotomiques

Dans cette section nous fixons un corps de base k de caractéristique 0.
Soit k une cloture algébrique k. Nous regardons Q comme sous-corps de k.
Pour un nombre naturel n > 0 nous utilisons

o= {CE€FR: ("~ 1.

C’est donc 'ensemble des racines du polynome z™ — 1, qui possede n racines
différentes (différentes car car(k) = 0). Il est clair que p,, est un sous-groupe
fini de k', en particulier p, est cyclique (exercice : Tout sous-groupe fini du
groupe multiplicatif d’un corps est cyclique.)

Les éléments de p,, sont appelés racines d’unité n-ieme. Les générateurs
de p,, sont dits racines d’unité n-ieme primitives.

Rappel : Si k& C C, alors

fhy = {eQ’”% :0<k<n}.
Les racines d’unités n-ieme pimitives sont
2mi &
e’ (pged(k,n) = 1).

Le corps k(u,) est une extension galoisienne (en tant que corps de dé-
composition de ™ — 1 sur k). Par restriction on obtient I’homomorphisme

Gal(k(pn)/k) — Gal(Q(pn)/Q), ¥ = Vlgu,)-

Ce morphisme est injectif (exercice). Donc, pour étudier 'extension k(u,)/k
il suffit a considérer le cas k = Q.
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Nous allons déterminer le degré [Q(u,) : Q] et le groupe de Galois

G = Gal(Q(pn)/Q).

Il est clair que

Q(un) = Q(¢)

pour n’importe quelle racine d’unité n-ieme primitive ¢. Donc nous devons
dans un premier temps déterminer le polynome minimal de (.
Soit
on =] [(z = ¢) € Qla],

ou ¢ parcourt les racines n-iemes primitives (n-iéme polynéme cyclotomique).
Le degré de ¢, est égal a la fonction ¢(n) d’Euler, i.e. au nombre de
générateurs d'un groupe cyclique d’ordre n, ou bien le nombre de classes
résidues primitives x + nZ (i.e. classes x + nZ avec pged(z,n) = 1). On a la
formule )

pn)=n]J(1- 5)‘

pln

Il est clair que

l’n—lzl_[qbd.

dln

En fait, si ( € u,, alors ( engendre un sous-groupe de u,. mais les seuls
sous-groupes sont les yy avec d|n. Donc tout ¢ € pu, est une racine d’unité
d-iéme primitive pour un d|n.

Par inversion de Moebius nous obtenons ainsi

b = H(Id _ 1)u(n/d)'

d|n

Ici pu(n) est la fonction de Moebius, i.e. yu(n) = 0 si p*|n pour un premier
p, et pu(n) = (—1)" sinon, ou r est le nombre de diviseurs premiers de n.
En conséquence nous avons donc

Théoréme. Pour tout n on a ¢, € Q|x].
En fait, on peut méme tirer de la formule ci-dessus que ¢,, € Z|x].

Lemme. Soient f et g deuz polynomes normalisés avec coéfficients dans 7Z,
supposons que g = f - h pour un polynome h € Qlx]. Alors h € Z[z].

Démonstration. Exercice. ]
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Les premiers exemples sont
pp=x+1, ¢z=a"+z+1, ¢s=a"+1,
et pour un nombre premier p toujours
Gp=a?+aP P+t L
Le théoreme de cléf de cette section est

Théoréme. Le polynome ¢, est irréductible dans Q[z].

Démonstration. Soit ¢ une racine de ¢,,, soit f = Irr(¢, Q, z). Nous montrons
que (P, pour tout premier p [n, est également une racine def f. Car (? est
aussi une racine de ¢, et car toute racine de ¢,, peut étre obtenu en prenant
successivement de puisances p-ieme de ¢ pour des premiers p convenables,
nous remarquons ainsi que toute racine de ¢, est racine de f, i.e. que f = ¢,.

Supposons f((?) # 0 avec un premier p fn. D’abord ( est une racine de
" — 1, donc

2" —1=fh

pour un polynéme h € Q[z]. En fait, parce que 2" —1 et f sont normalisés avec
coéfficients dans Z, on a h € Z[z] (voir le lemme ci-dessus). Car f(¢?) # 0
nous avons h(¢?) = 0. Donc ¢ est une racine de h(z?), i.e.

h(z?) = f-g.

pour un g € Q[z]. Encore, car f et h sont normalisés nous avons méme
g € Zlx].

Désignons reduction modulo p par un bar. Nous avons modulo p
h(z)" = h(e?) = -5.
Donc f and h ont un commun facteur irréductible dans F,[z]. Mais
7 =1=F-%

et par conséquence x™ — 1 possede de racines multiples dans Fp. Mais la
dérivée de z™ — 1 est nz"~t # 0 (car p fn). Contradiction. O

En particulier nous observons que

[Q(pn) : Q] = @(n).

On a méme :
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Théoréme. Le groupe G,, = Gal(Q(u,)/Q) est isomorphe a (Z/nZ)*.

Démonstration. Fixons une racine d’unité n-iéme primitive (. Un ¢ € G,
donne

p:C— ("
pour un naturel 7. Le nombre 7 est premier a n (car " est primitif en tant
que racine de ¢,) et unique modulo n. Donc nous avons l'application

G, — (Z/nZ)*, ¢ — 1+ n.

Cette application est clairement injective. Car pour toute racine 6 de ¢,
nous avons un automorphisme de Q(u,) qui donne ¢ +— 6 cette application
est aussi surjective.

Il est facile a verifier que ’application est un morphisme de groupes. [J

Nous posons maintenant
- oo
Q=J Q)
n=1

(on l'appele la cloture abélien de Q). En utilisant

Q(pn), Qi) € Q) (I = ppem(m, n))

on montre queN(@ est un corps. En tant que réunion d’extension galoisiennes
de Q le corps Q est galois sur Q.
Soit G := Gal(Q/Q) le groupe de Galois associé.

Soit
o0
= .
n=1

L’application
G—>Aut(,u), ¢H¢|u

est bien-définie, et définit un morphisme de groupes injectif. Ce morphisme
est également surjectif : Soit o € Aut(u), alors pour tout n restriction définit
un élement o,, € Aut(u,). Par le théoreme précédent il existe un ¢, € G,
avec ¢y, = 0,. Définir ¢ € G comme ¢,, sur Q(u,). 11 est facile a vérifier
que ¢ est bien-défini et que ¢|, = o.

Donc nous avons

Théoreme. L’applicaton

Gal(Q/Q) — Aut(u)

définie par restriction est un isomorphisme de groupes.
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Nous remarquons que
Aut(p) ~ Aut(Q/Z) ~ Z*

(exercice :le prmier isomorphisme est e*™ +— r + 7).

1.8 Resolution explicites d’équations
de degré > 2

Nous supposons dans cette séction toujours que le corps de base k et de
caractéristique 0. Ainsi toute extension algébrique de k est automatiquement
separable.

Nous disons que o € k est résoluble par radicaux sur k si il existe une
tour de la forme

k=LyCLy C---CLy>3a,

ou pour tout j on a L; = L;_(«;) tel que a;-” € L;_, pour un naturel n;.
Une extension comme L; est appelée extension par radical simple de L;_;.
Et L, est appelé extension par radicaux de k.

Théoréme. Soit a € k, soit f € k[x] le polynéme minimal de o sur k, et
soit K le corps de décomposition de f. Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

1. « est resoluble par radicaux sur k.
2. Gal(K/k) est soluble.

Nous rappelons qu'un groupe fini GG est soluble si il existe une suite de
sous-groupes
1=GocG,C---CG,=aG,

telle que G,;_; et un sous-groupe distingué de G; est le quotient G;/G;_; est
abélien.

FEsquisse de la preuve. Nous supposons d’abord que Gal(K/k) est soluble.
Soit n le produit des premiers qui divisent [K : k], soit

E = Fk(u,), K :=K(u,).

Evidement k" est une extension par radicaux de k (méme par radical simple),
et pour montrer 1. il suffit donc & montrer que K’ est une extension par
radicaux de k'

Nous notons d’abord que K’ est une extension galoisienne de k' et de
k (si K est le corps de décomposition de f € k[z], alors K’ et le corps de
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décomposition de f(x)- (2™ — 1) sur k ainsi que sur £’). La restriction sur K
définit un morphisme

Gal(K'/k") — Gal(K/k).

Ce morphisme est injectif (exercice). Donc Gal(K’/k’) est isomorphe a un
sous-groupe de Gal(K/k), et par conséquence soluble (un sous-groupe d’'un
groupe soluble est soluble - exercice). En plus, ceci entraine que pour chaque
diviseur premier p de [K’ : k] le corps k' contient p, (car [K’ : k'] divise
[K : K|, et alors p|n).

Que K'/K est résoluble par radicaux est maintenant une conséquence du
lemme suivant :

Lemme. Soit K'/K' wune extension galoisienne tel que Gal(K'/K') est ré-
soluble. Supposons que k' contient p, pour tout premier qui divise [K' : k'].
Alors K' /K est resoluble par radicauc.

Démonstration. Nous faisons une récurrence sur m := [K’ : k']. Sim =1
rien est a montrer. Supposons le lemme est vrai pour tout [K’ : k'] < n.
Soit H un sous-groupe distingué de G := Gal(K'/k") tel que G/H est
cyclique d’ordre premier p (existence d'un tel H : exercice — ici on utilise
I'hypothese que G est soluble).
Car H est distingte dans G le corps L := K’ est une extension galoisi-
enne de £/, et on a

Gal(K'/L) = H, Gal(L/K)~G/H.

D’aprés I'hypothese de récurrence K'/L est une extension par radicaux.
D’apres le lemme suivant L est une extension de k' par radical simple. Ceci
montre le lemme. ]

Lemme. Soit L/k" une extension cyclique d’ordre q. Supposons que k' con-
tient piy. Alors il existe un R € L tel que L =k'(R) et R? € k'.

Démonstration. Soit ¢ générateur de G := Gal(L/k’), soit ¢ une racine d’u-
nité g-ieme primitive. Posons pour a € L

(résolvante de Lagrange de a).
On a

¢(R) =('R.
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Donc, si R # 0, alors le seul élément de G qui laisse stable R, et donc k'(R),
est 'identité. Donc
L =F(R).
Mais ¢(R?) = R?, donc
Rl ek

Il reste a montrer qu’il existe un a € L tel que R # 0.

Considérons ¢ comme endomorphisme du k’-espace vectoriel L. Les valeurs
propres de ¢ sont des racines d'unité ¢g-ieme (car ¢? = 1). Car ord(¢) = ¢ au

moins une valeur propre de ¢ est une racine d’unité g-ieme primitive, disons
0. Car § € k' il existe un b € L, b # 0, avec

6(b) = Ob

(vecteur propre dans L par rapport & la valeur propre 6). Soit [ tel que ¢ = 6'.
Posons a = b=, Alors

(a) = (b)) =07'b"" = (",
et en général
#(a) = (o

En particulier
q—1
R=) ('¢(a) = ga #0.
=0
O

Nous supposons maintenant 1., i.e. que o appartient a une extension par
radicaur L de k.
Nous montrons d’abord le

Lemme. Toute extension par radicaux L/k est contenu dans une extension
par radicaur K/k tel que K/k est galoisien.

Démonstration. Récurrence sur n = [L : k|. Pour n = 1 rien est & montrer.
Supposons donc que le lemme est vrai pour toute extension L'/k par radicaux
avec degré [L' : k] < n.

une extension par radical simple et L'/k une extension par radicaux, et tel
que [L: L' > 2, ie [L': k| <mn. 7777007777777
Donc L' /k est contenu dans une extension par radicaux galoisienne K’/k.
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Soit L = L'(a), a' € L'. Soit K le corps de décomposition sur K’ du

polynome
h= ] '-éld) e K]
peCal(K' /k)

Alors L C K (car h(a) =0, donc a € K et L' C K').

Evidement, par définition, K est une extension par radicaux de K’, et
donc aussi de k.

Finalement K est normal sur k. En fait, h est stable sous Gal(K’/k), donc
dans k[z]. En plus, K’ est le corps de décomposition d'un polynoéme g € k[z]
sur k. En conséquence, K est le corps de décomposiion de h - g. ]

Le corps K ainsi trouvé par le lemme n’est pas forcement le corps de
décompostion Ky de f = Irr(a, k,z). Mais il suffit & montrer que G :=
Gal(K/k) est soluble. En fait, Ky C K et la restriction définit un morpisme
surjectif

G — Gal(Ky/k) =: Go.

Dong, si G est soluble, alors G 'est aussi (exercice).
I1 suffit donc a montrer

Lemme. Soit K/k une extension galoisienne par radicaux. Alors le groupe

G = Gal(K/k) est soluble.

Démonstration. Nous avons une suite
k=LycC---CL,,=K

telle que L;/L;_1 est une extension par radical simple. Soit n = [K : k].
Posons

k= k() L;‘:Lj(,un>7 K' = K(ptn).

K est corps de décomposition d'un g € k[z], donc K’ est le corps de dé-
composition de g - (2" — 1) sur k. En particulier K'/k est galois. Il suffit a
montrer que G' := Gal(K’/k) est soluble (car G = Gal(K/k) est I'image
homomorphique de G").

Pour ceci nous regardons le tours

k=L ,ck=LycLic---CL,,=K"

Nous savons que Ly /k est abélien (car Ly = k(uy,)). Enplus, L = L (a) tel
que a? € L’_; pour un naturel ¢ > 0. Car L’ , contient les racines d'unités
g-ieme, I'extension L’ / L, est galoisienne. En fait, nous montrons dans un
instant qu’elle est cyclique.
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Soit H; = Gal(K'/L}). On a
G/:HleHoD"'DHm:L
Car L;- / L;fl est galoisien, le groupe H; est distingué dans H;_;, et on a que
Hj—l/Hj ~ G&l(L;/L;il)
est abélien. O

Il reste a montrer le

Lemme. Soit L = k(a) tel que a? € k pour un naturel ¢ > 0, Supposons
que k contient p,. Alors L/k est galoisien, et Gal(L/k) est cyclique d’ordre
divisant q.

Démonstration. L’élément a est une racine de g = 27 — a? € k[z|. Les autre
racines sont (a, ou ¢ parcourt j,. Donc L est le corps de décomposition de
g sur k, en particulier galois sur k.

Pour montrer la proposition sur le groupe de Galois nous observons que

tout ¢ € G := Gal(L/k) donne
¢:a— al

pour un naturel ¢ € p, convenable. Si a # 0 (que nous pouvons supposer)
I’application ainsi obtenue

G — g, ¢
est un morphisme injectif (exercice). O
Ceci termine la démonstration du théoréme principal. O

Nous appliquons la théorie de cette section pour trouver des formules
explicites pour les racines d’une équation de degré 3.

Soit k = Q(us3)(p, q, ) le corps des fonctions rationnelles en trois inconnus
p,q,r sur le corps Q(us). Soit

f=2a%+pr*+qv+r ekl

et K/k le corps de décomposition de f. Notons que K est une extension
galoisienne de k. Dans K nous avons donc

f=(@—-a)(z—0)(r—rc).
Finalement, soit G = Gal(K/k). Nous avons l'application injective
G — Perm(a, b, c) ~ S;

qui associe a un automorphisme de K/k sa restriction sur les racines a, b, c.
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Théoréme. On a G = S3 (i.e. lapplication ci-dessus est un isomorphisme).

Démonstration. Soit F' = Q(us), et soit F[A, B,C] 'anneau des polynomes
en trois inconnus. Alors nous avons un diagramme de morphisme d’anneaux

Flp,q,r] —s F.,q. 1"
! !
Fla,b,c] <, F[A B,(C]

Les fleches verticales sont des inclusions, p est l'identité sur F' et donne
A a, B—b, C+— ¢, et o, étant I’dentité sur F' donne

p—p =—(A+B+0C),
g ¢ = AB + AC + BC,
r—r':=—ABC.

On vérifie que p o o = Id. Donc o est injectif. Car o est clairement surjectif,
il définit donc un isomorphisme d’anneaux. Mais alors o peut étre prolongé
a un isomorphisme

o:k=Fpp,qr)— F@,q ).

Il est clair que F'(A, B, C) est le corps de décomposition de o(f) sur le corps
Fp',q,r"). Car K = F(a,b,c) est le corps de décomposition de f sur k =
F(p,q,r), 'ismorphisme o se prolonge a un isomorphisme

o:K=F(a,b,c)— F(A B,C),

qui donne les racines a,b, ¢ de f sur les racines A, B,C de o(f). Mais alors
o induit un isomorphisme

Gal(K/k) ~ Gal(F(A, B,C)/F (', ¢, 1")).

Le groupe a droite contient S3, car Ss agit sur F[A, B,C] en permutant
A, B,C. Mais Gal(K/k) est isomorphe a un sous-groupe de Ss. On en déduit
que, en fait, les deux groupe ci-dessus doivent étre isomorphes ou égaux a
Ss. O

Le groupe G est soluble :
1C A3 C Sg,
ou Az = ((a, b, c)). Nous avons ainsi le tour associé

K D K%=1 > k
As Ss/As3



14 CHAPITRE 1. THEORIE DE GALOIS ET APPLICATIONS

Or, L/k est une extension simple par radical : un élément de K, invariant
sous As, est

A:=(a—"Db)a—c)(b—rc).
En fait, A est stable sous Az, mais A € k (car p.e. (ab)(A) = —A), et A2 € k

(car clairement invariant sous G = S3). Par un petit calcul

A? = (a —b)*(a —c)*(b—c)?
= —4rp® 4+ ¢*p* + 18rqp — (4¢> + 27r%).

C’est ce que 'on appele le discriminant disc(f) de f. Notons que cette ex-
pression se simplifie considérablement si p =a+ b+ ¢ = 0.
De méme K est extension par radical simple de L :

R:=a+ b+ (e
satisfait a
(abc)(R) = b+ (3¢ + Cga = CgR,

Donc R? € L (car stable sous A3 = ((abc))), mais R ¢ L. En conséquance
K = L(R). Encore par un petit calcul on trouve

3 9 27
3: —A— 3 < =t
R (3C3+2) P+ gpa— 5

Un autre générateur de K/L est
R =a+ Gb+ (e

Ici on a (appliquer (bc) € S3 a I'identité précédente)

3 9 27
B e .3 < =t
R" = (3C3+2)A p—|—2p>l<q 27".

On note que

a=R+ R —p,
b=(R+GR —p,
¢c=GR+GR —p.

Ces identité deviennent particulierement simples si on suppose p = 0 (que
'on peut toujours en faisant la substitution z + z—£ dans 3+pritqr+r =
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0 avant I’application des formules ci-dessus). On a ainsi le formulaire

=/ — (4¢3 + 27r2),

R \/(3<3+ )A—%r
R - \/(343 S)A—%r

= L(RER), b= S(GRYGR)

= é(CsR + GGR).

Ces sont les célebres formules de Cardano.
Exemple : 23 + 2 4+ 1 = 0. On a d’apres le formulaire

= V=31,

A
s 3 2
R= 32@——, R = ————7

R+ R =
3( + ) )

Nous discutons fianlement [’équation générale de degré n arbitraire.

Soit maintenant k& un corps de caractéristique 0, soit k, = k(x,_1,..., o)
le corps des fonctions rationnelles en n inconnus z;, et soit K, le corps de
décomposition du polynome

flx)=2" +ap_12" '+ 22+ 0.
Sans démonstration nous citons
Théoreme. On a Gal(K,/k,) ~
Théoreme. Le groupe symmétrique a n lettres S, n’est pas soluble si n > 5.

Ceci est une conséquence du fait que le groupe alterné A,, est simple pour
n > 5, en particulier non soluble, et du fait simple qu'un sous-groupe d’un
groupe soluble est également soluble. On obtient ainsi

Théoréme. (Théoréme de Abel) L’équation générale du degré n > 5
n’est pas resoluble par radicaux (i.e. l'extension K, [k, n’est pas resoluble par
radicauz).
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Bien-sur, il existe des équations de degré n > 5 qui ont comme groupe de
Galois un sous-groupe de S,, qui est soluble (mais c’est treés rare : on peut
montrer (van der Waerden) que la probabilité qu'une équation de degré n a
S, comme groupe de Galois est égal a 1).

Pour degré n = 4 le groupe S, est soluble, et il existe des formules comme
ceux de Cardano (trouvé par Luigi Ferrari). A propos, Geronimo Cardano a
volé ses formules de Nicolo Tartaglia qui les a pris de Scipione del Ferro.

1.9 Construction a la regle et compas

Nous identifions désormais le plan euclidien avec le plan complexe C. Soit
M un ensemble de point de C qui contient au moins 2 points.. Une droite d
est constructible depuis M si au moins deux point de d apartiennent a M.
Un cercle est constructible depuis M si son centre appartient a M, et si son
rayon est égal a la distance de deux point de M. Nous disons qu'un point z
est constructible depuis M, si z est un point d’intersection de deux élément de
G(M) ; nous utilisons M) pour I’ensemble des points qui sont constructibles
de M.

Remarquons que M) contient M : Si z € M, alors il existe un w # z
dans M, et z est I'intersection de la droite passant z et w, et du cercle autour
de w de rayon zw.

Nous posons M) = M et par récurrence

M® — (M(n—l))(l) )

Donc on a
MO MO oo c M@ ool

Finalement nous posons

WM:GMW
n=0

C’est I'ensemble de tous les points que 'on peut construire depuis M dans
un nombre fini d’etapes par regle et compas.
Notons dans un premier temps que

En fait, il suffit pour ceci & montrer lidentité (Q(M))M = Q(M). Soit
z € (Q(M))D. Alors z est I'intersection de droites ou cercles qui sont con-
structibles de points z; € Q(M) (1 < j < n). Mais pour un naturel n on a
zj € M™ pour tout j. Donc z € ML)
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Nous pouvons supposer sans restriction de généralité et nous supposerons
désormais que 0 et 1 appartient a M (en appliquant une homothétie suivie
par une rotation a M, si necessaire).

Regardons un peu la nature de Q(M). Pour ceci nous utilisons D(a, b)
pour la droite contenant a et b, et C'(a;b — ¢) pour le cercle autour de a de
rayon |b — c|, et S pour le groupe des nombres complexes de modulus 1.

Ici un tableau de plusieures quantités a, b telles que a € Q(M) entraine
b e Q(M), et la raison pour cette conclusion :

a b raison
z —z € D(0,2)NC(0;z—0)
Z,w z4+w| € C(z;w—0)NC(w; z—0)
z |z € D(0,1)NC(0;z—0)
2 #0 z/|z| | € D(0,z2)NC(0;1—0)
z Z €eC(0;z—0)NC(1,z—1)
i € D(0,a)NC(0,1) ona € C(1,2)NC(—1,2)
r € Ry i € D(0,i) N C(0,7 —0)
r,s € Ry - € D(0,1) N D(ri,1 + (r — s)i)
r,s € Ry res | =1z
z,w € St z-w [ €C(0,1-0)NC(z,w—1)
reRog,z€ S8 | r-2 | €D(0,2)NnC(0;r —0)
r € Ry, 2 rez | =(r-lz])-(2/]2])
z2#0 1/z | = é z
2wA0 |zow | = (2 ) (5 )
re Ry ivr | €D(0,7)NC(5E L)
reRoy N = —1-i\/T
re R<1 \/F = 1/\/%
ze St Vz | exercice
: Vi | =B VAT

La premiere conséquence de ce tableau est
Théoréeme. Q(M) est un corps.

Démonstration. Soient z,w € Q(M). Nous devons montrer que —z, z + w,
1/z (si z # 0) et z - w appartienent a Q(M). Mais ceci est partie du tableau
ci-dessus. ]

Pour décider a l'aide de I'algebre quels points sont constructibles avec
regle et compas il nous faut une déscription algébrique du corps Q(M).

Théoréme. Posons k = Q(M, M), ou M = {w : w € M}. Pour un nombre
comlexe z les propositions suivantes sont équivalentes :
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1. z€ Q(M)

2. 1l existe une tour de corps
k’:LQCL1C"‘CLn, ZELn,

telle que [L; : L;—1] < 2 pour 1 < j <n.

3. z appartient a une extension galoisienne finie de k dont le degré est
une puissances de 2.

Remarque. Soit f le polynome minimale de z sur k£ et K son corps de
décomposition. On vérifie facilement que 3. est équivalent a la proposition
que le degré [K : k| divise 2.

D’apres le théoreme on a

ou K parcourt les extensions galoisiennes finies de k telle que [K : k]|2*°. En
particulier, ceci montre que (M) est une extension galoisienne de k.

Démonstration. Supposons 3. Nous montrons par récurrence sur n :

(A) Si K/k est galoisienne de degré 2", alors K C Q(M).

Le cas n = 0 est clair car (M) est un corps contenant M. Donc il
contient aussi M (voir le tableau ci-dessus), et par conséquence tout k.

La proposition (A) soit vraie pour toute extension galoisienne de k de
degré < 2" 1. Soit K/k galoisienne de degré 2".

Le groupe G := Gal(K/k), en tant que 2-groupe, contient un sous-groupe
distingué d’ordre 2, disons H (exercice). Soit L = K. Alors L/k est galoisi-
enne de degré 27! Par I'hypothese de récurrence on a L C Q(M).

Car [K : L] = 2 il existe un a € L tel que K = L(y/a) (voir la séction
précédente). Mais si a € Q(M), alors v/a € Q(M) (voir le tableau ci-dessus).
Car Q(M) est un corps, on a donc K = L(y/a) C Q(M).

Supposons maintenant 1. Nous montron dans un premier temps 2.

Supposons pour 'instant :

(B) Si N C C contient 0 et 1, et si on pose F' := Q(N, N), alors pour
tout z,Z € N on a [F(z) : F] < 2, et F(z) est stable sous conjugaison
complexe..

Ceci entraine immédiatement 2. En fait soit z € Q(M). Alors il existe
une suite d’ensembles

M=NyCN;,C---CN,

telle que N; = N;_; U {z;} pour un 2; € (N;_1)W et 2 = z,.
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On a _
k:LQC[qC"'CLn, (L]:Q(N]7N]))

Mais L; = L;_1(2;,%;), et d’apres (B) donc [L; : Lj_1] < 2.

Nous montrons (B). Le point z € N est point d’interséction de deux
éléments différents A et B de G(IN). Rappelons qu'une droite passant a et b
est I'ensemble des nombres complexes z tels que Re(b — @) (z — a)-0, i.e.

(b—a)z+ (b—a)z=(b—a)a+ (b—a)a.
Le cercle autour de a et de rayon |d — ¢| est 'ensemble des z tels que
(z—a)(zZ—a)=(d—c)(d—7?).

Cas 1 : A et B sont des droites. Donc z est solution de

(b—a)z+(b—a)z=(b—a)a+ (b—a)a
O —a)z+ W —d)z=0 —a)a+ (V —d)a,
oua,b,a’,t/ € F. Donc 2,z € F car
Cas 2 : A est une droite et B est un cercle. Ici z est solution de
b-—a)z+(b—-a)z=(b—a)a+ (b—a)a
(2 —d)(z—@) = (d = )(d -7
avec a,b,a’,d',c € F. La premicre équation exprime Z en terme de z et
élément de F (en particulier donc zZ € F'(z)), est si nous remplagons z dans
équation 2 par cette expression, nous obtenons que z est racine d’une équation
de degré 2 avec coéficients dans F. D’ou [F(z) : F| = 2.
Cas 3 : A et B sont des cercles.
Ici z est solution de
(z—a)(Z—a) = (d—c)(d—7?)
(z—d)z—a)=(d—)d -7)
avec a,d,c,a’,d', ¢ € F. On soustrait 1’équation 2 de 1’équation 1 qui nous
montre que z est solution de
2(@ —a)+z(d —a) =truc € F,
(z—d)z—a)=(d—)d -7).

Maintenant nous sommes dans cas 2, qui ést déja traité.
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Finalement, que 2. et 3. sont équivalentes, nous avons déja montré dans un
contexte plus général dans la section précédente : voir la démonstration que
“Toute extension par radicaux est centenu dans une extension par radicaux
galoisienne.” En utilise que toute extension L/F de degré 2 est de la forme
L = F(b) avec un b* € F (Exercice). O

Nous étudions maintenant quelques applications concréetes a des problemes
classiques.

Théoréme. (Gauss) Le polygone régulier a n cotés peut étre construit par
regle et compas si et seulement st n est de la forme

n=2"02"+1)(2” +1)--- (2" +1)
ot les 2% +1 (1 < j <r) sont des nombres premiers deuz a deuz différents

ett > 0.

Remarque. Un nombre premier de la forme 241 est appelé nombre premier
de Fermat. Il est facile a montrer que ¢t doit étre une puissance de 2 afin
que 2! + 1 est premier. (Le réciproque est faux!!!!) Le premiers nombrede
Fermat sont :

3,5,17,257,65537.

Les n-polygones réguliers constructibles avec n < 10000 sont :
3,4,5,6,8,10,12,15,16,17, 20, 24, 30, 32, 34,
40,48, 51,60, 64, 68, 80, 85,96, 102, 120, 128,
136, 160, 170,192, 204, 240, 255, 256, 257, 272,
320, 340, 384, 408, 480, 510, 512, 514, 544, 640,
680, 768, 771, 816, 960, 1020, 1024, 1028, 1088,
1280, 1285, 1360, 1536, 1542, 1632, 1920, 2040,
2048, 2056, 2176, 2560, 2570, 2720, 3072, 3084,
3264, 3840, 3855, 4080, 4096, 4112, 4352, 4369,
5120, 5140, 5440, 6144, 6168, 6528, 7680, 7710,
8160, 8192, 8224, 8704, 8738

Démonstration. Ici M = {0,1}, k = Q, et les bouts du n-polygone régulier

sont les racines d'unités n-eme. Donc le n-polygone régulier est constructible
si est seulement si p(n) = [Q(u,) : Q] est une puissance de 2. Mais

p(n) =2""p(p1") - o (py)
si no= 2t pir. Or p(p®) = p*1(p — 1), et ceci, pour p impair, est une

puissance de 2 si est seulement si s = 1 est p — 1 = 2! pour un ¢t. D’ou le
théoreme. O]
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Théoréme. (Duplication du cube ou probleme de Deli) Le cote d’un cube de
volume 2 (deux fois le volume du cube de cote 1) n'est pas constructible.

Démonstration. En fait, le cote de ce cube est v/2. Mais [Q(v/2) : Q] = 3,
donc v/2 n’est jamais contenu dans une extension de Q de degré divisant 2>,

donc V2 ¢ Q({0,1}). O

Théoréme. (Quadrature du cercle) Le coté d’un carré ayant méme aire que
le cercle de rayon 1 n’est pas constructible.

Démonstration. Le coté en question est /7. Mais 7 est transcendant (d’apres
un Théoreme de Lindemann), donc /7 l'est aussi, et ({0,1} ne contient
que de nombres algébriques. [

Théoréme. (Trissection de l’angle) 1l est impossible en général de construire
par regle et compas, pour un angle o donné, l’angle %a.

Démonstration. En fait, sinon le 9-polygone régulier était constructible (depuis
le 3-polygone régulier, qui est constructible). ]
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Chapitre 2

Théories des nombres
algébriques

Avant-propos.

Désormais nous utilisons les mots corps de nombres pour indiquer une
extension algébrique K de degré fini sur Q, qui est contenu dans C. Nous
utilisons Q pour le corps des nombres complexes qui sont algébrique sur Q.
C’est — a lisomorphisme pres — la cloture algébrique de Q. Ainsi tout corps
de nombres est un sous-corps de Q.

Soit K un corps de nombres. Nous utilisons A = A pour I'ensemble des
plongements K — C. Si p: K — C est un plongement, alors soit p est réel,
i.e. p(K) C R, soit p est compleze,ie. p# p,oup: K — C est le plongement
a— m, le bar désignant conjugaison complexe. Nous utilisons toujours 7,
pour le nombre de plongements réel, et ry pour le nombre d’ensembles {p, 5}

de plongements complexes. On a
1 +27“2 = [K . @]

Finalement, nous définissons pour a € K la norme et la trace de K a Q
par les formules

N(a) = Nk/g(a) := [ [ o(a),
Tr(a) = Trgg(a) := Za(a).

g

Ici o parcours tous les plongements o : K — C. Ces symboles définissent des
morphismes de groupes

N:K*—Q", Tr:K — Q.

23
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Pour vérifier que N(a) et Tr(a) sont dans QQ on peut procéder comme ceci :
Soit K¢ la cloture galoisienne de K, i.e. I'extension galoisienne de Q le plus
petit contenant K. (Rappel : On a toujours K = Q(«) avec un « convenable,
et K¢ est le corps de décomposition du polynéme minimal de a sur Q.)

Le groupe Gal(Ks/Q) agit sur l'ensemble des plongement Ay : Si o :
K — C est un plongement, et si p est un automorphisme de K, alors po o
est toujours un plongement de K.

Ainsi on obtient que N(a) et Tr(a) sont stable sous Gal(Kq/Q), donc
dans Q.

2.1 Nombres entiers algébriques

Un nombre algébrique, i.e. un a € Q, est entier si a est la racine d’'un
polynome normalisé avec des coéfficient dans Z. Soit Z ’ensemble des entiers
algébriques. Pour un corps de nombres K nous posons

Ok =KNZ.

Un nombre rationnel a est entier — selon cette définition —si et seulement
sia € Z : en fait, si a € Z, alors a est racine du polynéome X — a € Z[X].
Réciproquement, si a = §, disons pged(p, q) = 1, et si

a" 4+ ap_1a" "+ +aja+ag =0
avec des a; € Z, alors
pn +an_1pn—1q+ . +a1pqn_1 +a0qn — O,

et alors ¢|p™, d’'on ¢ = +1 et a € Z. Donc les entiers algébriques dans Z
forment un anneau. C’est vrai en général.

Lemme. Soienta; € Q (1 < j < n). Alors les a; sont entiers si et seulement
si Uanneau Zlay, - -, ay] est un Z-module du type fini.

Regarder 'exemple Z[%], qui n’est pas de type fini en tant que Z-module,
car les dénominateurs des éléments de Z[3] ne sont pas bornés.

Démonstration. Si A C B sont des anneaux arbitraires (mais commutatives
et avec 1), et si b € B, alors on appele b entier sur A si b est racine d'un
polynéme normalisé dans A[z].

Supposons que b est entier sur A. Alors A[b] est un A-module de type
fini : en fait soit f(b) = 0 avec un f € Alz| normalisé. Si ¢ € A[b], disons
¢ = g(b) pour un g € Alx], il existe q,r € Alx] tel que

9(x) = q(x) - f(x) + r(r), deg(r) < deg(g) =: k
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Ceci est une conséquence immédiate de I'algorithme usuel pour faire la divi-
sion euclidienne, en utilisant que le coéfficient dominant de g est 1. Mais puis
¢ = g(b) = r(b). En conséquence A[b] est engendré en tant que A-module par
1,b,... b1

Que Alby, -+ ,b,] est un A-module de type fini, si les b; € B sont entiers
sur A, est montré maintenant par récurrence sur n, en utilisant que b; entier
sur A implique que b; est entier sur Afby,--- ,b;_1].

Supposons réciproquement que b; € B sont tels que R := Afby, - ,b,]
est un A-module de type fini. Soit ¢y, - -, ¢x un systeme de générateurs de
R sur A. Alors, pour tout b € R, il existe une matrice M sur A tel que

(c1,++ ,cx)(bE— M) =0,

ou E est la matrice d’unité. Soit (bE — M)* la matrice adjointe de bE — M
(i.e. la matrice sur A dont les éléments sont des sous-déterminants de bE — M
multipliés par +1 et telle que (bE — M)(bE — M)* = det(bE — M) E).
Multipliant par (bE — M)* nous obtenons

(1, ,cx) - det(bE — M) =0,

et car il existe a; € A tels que 1 = ayc; + - - - acy, alors det(bE — M) = 0.
Mais det(xE — M) est un polyndéme normalisé dans A[z]. O

Théoreme. 7Z est un sous-anneau de Q. En particulier, tout Ok est un
sous-anneau de K.

Démonstration. En fait, si a et b sont entiers, alors Z[a,b] est un Z-module
de type fini, donc les sous-modules Z[a + b] et Z[a - b] le sont également. [

Pour déterminer un polynome normalisé sur Z qui a comme racine a+b ou
a-b, pour des entiers algébriques a et b, on choisit une extension galoisiennes
K contenant a et b. Puis le polynome

est stable sous Gal(K/Q), donc dans Q[X]. En plus les coéfficients de f sont
des entiers algébriques, donc on a f € Z[X]. Finalement f est normalisé.
Evidemment f(a + b) = 0. La construction pour a - b est similaire. Ici on

considere
g=[]TIX =o(a) p(b)).

ogeA peA

Comme déja utilisé nous avons immédiatement de la définition que o(a)
est entier si a € K l'est et si 0 : K — C un plongement. En conséquence
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les racines du polynome minimal f d’un entier algébrique a sont entieres,
et d’apres le théoreme précédent les coéfficients de f (en tant que fonctions
symmétrique dans les p(a)) sont entiers, alors dans Z. On peut donc dire : Un

entier.
Un argument pareil montre aussi que

Nk/o(Ok) CZ, Trg(Ok) C Z.

Comme exemples plus subtil pour des anneaux des entiers dans un corps
de nombre nous étudions le cas [K : Q] = 2.

Il existe un d € Q, tel que K = Q(v/d). On vérifie que Q(v/d) = Q(\/E/)
si est seulement si d = d’2? pour un = € Q. Autrement dit, les extensions de
degré 2 sont en bijections avec les élément différent de 1 du groupe

Q/ (@)%

Chaque classe contient un unique entier d qui n’est pas divisible par un
carré d'un nombre premier (on dit : “qui ne contient aucun carré”). On pose

D d sid=1mod4
~ )4d sid=2,3mod 4.

Donc D = 0,1 mod 4, i.e. D est un carré mod 4. On appele D le discriminant
de K = Q(V/d).

Tout élement a de K s’écrit de maniere unique
a=x+yvD

avec x,y € Q. Si y = 0 alors a est entier ssi x € Z. Sinon le polynome
minimale f de a est

f=X*—22X + (2* —y*D) = X? — Tr(a)X + N(a).

Donc a est entier ssi
20 €Z, z*—y’DeZ.

Ceci entraine par un simple calcul

Théoreme. Soit K un corps de nombre de degré 2 sur Q, soit D son dis-
criminant. Alors

pour D impair.

{Z[—D] pour D pair
Ok =
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Nous avons donc par exemple

, 14++/-3
OQM = Z[Z]a OQ(MS) = Z[T]

1+5
Ogivs = Zl—5—1  Oqiy=5 = Z[V—5].

Nous considérons les corps cyclotomiques. Clairement Ogy,,) 2 Z[¢]. On
a meme

Théoreme. Soit n > 0 un nombre naturel et { une racine d’unité n-iéeme
primitive. Alors

Oq(un) = Z[¢].
Lemme. Soit n = [Y pour un premier l, et soit X := 1 — (. Alors, pour
O = Og(u,), on a
10 =\""=00.
Démonstration. On a
" " —1
On = H (X —¢") = N —

a€(Z/nZ)*
_ (xl’kl)l—l + (xl"*l)l—2 41

Pour x = 1 on en déduit

= I a-¢

a€(Z/nZ)*
Mais 1 — ¢* = Ae, ou (en supposons a > 0)

_1=¢
=T

€ =("'4+..-1€0.

De méme

11— 1— ¢
gzl—é: 1—<C“ = polynome en ¢ € O

(ot a’ est un entier tel que aa’ = 1 mod n), donc e € O*, et d’ou I'identité. [J

Démo. du théoreme. Nous considérons ici seulement le cas que n est un nom-
bre premier [, en laissant le cas général comme exercice (voir les exercices a
la prochaine section).
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Soit a € O := Ogy,)- Ecrivons
a=ri ¢4+ 10

avec des nombres rationnels r;. Nous devons montrer que les 7; sont entiers.
Nous avons l'identité

-1 ifllk
ak __
> {

1<a<l—1 S1101.

Par un petit calcul donc
Ir, = Tr(aC™" — a().

Car a(™% — a( est entier, nous en déduisons Ir;, € Z. Nous voulons montrer
lry € lZ.
Or,
I7Z=MXONZ

avec A = 1 — ¢ comme dans le lemme ci-dessus : il est clair que IZ € \O (car
[ est un multiple dans O de A'=! d’apres le lemme), et si AO contenait un
m € Z divisible par un premier p # [, alors [O = X='O contenait m'~!, donc
1 = pged(l,m'=') € 10, donc 1/l € O, i.e. 1/ entier, une contradiction. Il
suffit donc a montrer que Ir; € AO.
Ecrivons
la=c o N2+ + 0.

Alors les ¢; sont des entiers. Nous montrons que tous les ¢; sont multipes
(dans O) de A. Ceci implique que les Ir; le sont également.

Supposons que nous avons déja montrer que ¢; € AO pour 0 < j < k—1.
Alors, en utilisant que [ € A'~'O, nous obtenons depuis la derniere formule
pour la que

N = la = 0 mod N0,

Mais alors ¢, € MO, et ¢’était a montrer. m

Nous utilisons (comme d’habitude) O}, pour les unités de O, i.e. pour
les entiers a dans K tel que 1/a est également un entier.

Théoreme. Soit a € K. Alors a € O}, si et seulement si Ny g(a) = £1.
Démonstration. Si a € Oy, alors N(a),N(1/a) = 1/N(a) € Z, donc N(a) =
{#£1}. Réciproquement, on a
N(a)/a= [] o(a)
o#ld

ou o parcourts les plongements de K dans C différent de I'Id. Donc N(a)/a
est entier. Si N(a) = %1 nous en déduisons alors que 1/a est entier. O
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Soient a,b € Og. Nous disons que a divise b (avec des symbols : alb) si
b= ax pour un z € Ok, i.e. si b/a est entier. Rappelons quun élément a de
Ok est dit irréductible si a = be avec b, ¢ € Ok implique que b ou ¢ est une
unité (i.e. dans Oj).

Théoreme. Tout a € Ok, a & O}, posséde une décomposition
a = ]1]2 s In
ou les I; (1 < j <mn) sont des éléments irréductibles dans Of.

Démonstration. Par récurrence sur [N(a)| : Si a n’est pas irréductible et n’est
pas une unité, alors a = ajay ou le a; ne sont pas d’unités. En particulier,
N(a) = N(a1)N(az) et |[N(a;)| < |N(a)|. ]

La décompoistion du théoreme n’est pas unique n générale. L’exemple

celebre :
6=2-3=(1++v-5)(1—-+v-5)
dans Og /=5 Ici tous les nombres a droits sont irréductibles car ses normes

sont 4, 9 et 6, mais il n’existe pas des éléments dans Ok avec normes 2 ou 3
(car 22 + 5y* = 2,3 ne possede pas de solutions z,y € Z).

Théoreme. Supposons que Ok un anneau principal. Alors la décomposition
du théoreme précédent est unique, a l'ordre des I; et a multiplication des I;
par des unités pres.

Démonstration. Dans un anneau principal tout élément irréductible est pre-
mier (Rappel : a est premier si pour tout b,c € Ok on a

albc = a|b ou alc.)

En fait : Soit a irréductible, a|bc. Si a /b alors considérer le Ok-idéal a :=
Oka 4+ Ogb. On a a = Ogd' pour un @' € Og, en particulier a’|a. Car a
est irréductible, alors ' = ¢ ou @’ = ae pour un € € Oj. Le dernier est
impossible car @'|b, mais a /b. Donc a = Ok, i.e. 1 = ax + by pour des
z,y € Og. D'ou ¢ = acx + cby, d’ou alc.)

Utilisons que les I; sont alors premiers, entraine le théoreme par une
simple récurrence sur des nombres de facteurs dans la décomposition a =

114 [
Il y alors deux problemes :
1. Pour quel K est Ox un anneau principal ?
2. Est-ce qu’il existe un remplacement pour la décomposition unique en
facteurs premiers dans Ok dans le cas ou Ok n’est pas principal ?
Nous allons répondre a la question 2. dans le prochaine séction, et a 1.
plus tard.
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2.2 Idéaux fractionnaires

Dans le corps de nombre Q(v/—5) la décomposition en nombres irréduct-
ibles n’est pas unique :

21 =3-7=(1+2V=5)(1 —2V/=5)

L’idée de Kummer était qu’il existe des nombres “idéaux” dans une certaine
extension dans laquelle les nombres entiers de K se décomposent uniquement
en nombres premiers “idéaux”. Ainsi on aurait peut-étre comme décomposition
premiers

21 = p1papspa

et 'ambiguité ci-dessus s’expliquerait par le fait

3 = p1p2, 7 = p3pu,
(1+2vV=5) = pips3, (1 — 2v/=5) = papu.

Dedekind a découvert comment on peut construire naturellement de tels
nombres idéaux :

Si a est un nombre idéal, alors n’'importe pas comment on la réalise, en
tout cas il faut avoir des relations de divisibilités ala entre ce nombre idéal
et les a € Ok avec des propriétés suivantes :

ala, alb, A, p € Ox = a|(Aa + pb),
et a doit étre uniquement déterminé par I’ensemble
{a € Ok : ala}.

Mais alors la chose la plus naturelle est de considérer comme nombres idéaux
les sous-ensembles a de O qui ont la propriétés

aca bea, \,u€ O = Na+ ub € a,

i.e. les idéauxr de O comme on dit dans la langue moderne. Si on écrit pour
un Og-idéal ala pour a € a on a exactement les deux premieres propriétes
en question. Cette idée de Dedekind était en fait la naissance de la théories
des idéaux dans des anneaux comme on la connait aujourdhui, et les idéaux
doivent leur nom aux nombres “idéaux” de Kummer.

Nous allons étudier donc les anneaux de Op.

Théoreme. Tout Ok-sous-module de type fini M # 0 du corps de nombre
K est un Z-module libre de rang n = [K : Q.
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En particulier, si n = [K : Q], alors
Ox = Zay + - + Za,
avec une Q-base ay,--- ,a, de K.

Démonstration. Soit aq,--- , a, une base de K sur Q. Par le lemme précédent
on peut supposer que les a; sont entiers. Nous allons monter ci-dessous qu’il

dOKCZ&1+"'+ZCLn:Z M()COK.

Car Mj est un Z-module de type fini libre, et car Z est principal, on a alors
que dOg, et donc aussi O, est un Z-module de type fini libre, et on a

rang(Og) = rang(dOg) < rang(My) = n < rang(Ok),

i.e. rang(Og) = n.

Soit maintenant m; (1 < j < r) un systeme de générateurs du Ox-module
M. Choisir a € Z, a # 0 tel que am; € Ok pour tout j, i.e. aM C Og. On
a ainsi

adM C aO C Zay + -+ - + Za,, = M,.

Encore, car Mj est un Z-module de type fini libre, et Z est principal, on a
que adM , et donc aussi M, est un Z-module de type fini libre. En plus

rang(M) = rang(adM) < rang(M,) = n.
D’autre part, n = rang(Of) = rang(m;Og) < rang(M) (car m;O C M), et
d’ou rang(M) = n.

Il reste & montrer I'existence de d. Soit a € Ok. 1l existe des z; € Q tel
que a =Y, ;xja;. Donc les x; sont solutions du systeme d’équations linéaires

Tr(a;a) = leTr(aiaj)xj (1<i<n).
J
Par le lemme ci-dessus la matrice (Tr(a;a;)) de ce systeme est reguliere, et
donc on peut prendre pour d le déterminant de cette matrice. ]

Lemme. L’application (x,y) — Trig(z,y) définit une forme bilinéaire non-
dégénérée sur le Q-espace vectoriel K.
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Démonstration. En fait, soit K = Q[a]. Alors, @/ (0 < j <n:=[K :Q]) est
une base de K sur QQ, et dans cette base on a

(Tr(aiaj))ogi’j(n = MtM,

(matrice de Gram) ou

M- O'Q(CLO) 0'2(.Cl1) Ug(an_l)
o,(a®) on(at) - on(a)

Ici les o; parcourt les plongement de K dans C (et oy = 1). Or, le déterminant
de M et un déterminant de Vandermond : on a

det(M) = [ (o1(a) — o5(a))

1<j

Donc det(M) # 0, car les 0;(a) (en tant que racines du olynéme minimal de
a sur Q) sont 2 a 2 différents. O

Théoreme. O est un anneau de Dedekind, i.e. Ok est intégre, noethérien,
intégralement clos, et tout idéal premier# 0 est maximal.

Démonstration. Comme Z-sous-module de Og tout idéal de O est libre de
rang fini, donc en particulier de type fini en tant que Og-module. Un anneau
integre A est dit intégralement clos, si tout a dans son corps de fraction, qui
est entier sur A, apartient déja a A. C’est vrai pour Ok : si a € K est racine
du polynoéme normalisée f € Og|z], alors a est aussi racine de F':= [[_o(f)
ou o parcourt les plongemants de K. Mais F' est normalisé avec coéfficient
dans Z, donc a est un entier algébrique, donc dans Og-.

Soit p # 0 un idéal premier de Og. Le rang des Z-modules O et p est
n, donc Ok /p est fini. L'idéal p N Z de 7Z est un idéal premier de Z, disons
pZ avec un nombre premier p (si pour a,b € Z on aab € pNZ, b ¢ pNZ,
alors b € p, donc b € pNZ). L’inclusion Z C Ok induit une injection

F, =Z/pZ — Ok /p.

L’anneau entier est donc un IF,, espace vetoriel de dimension finie, provient
de F, en rajoutant des élément algébriques, est donc un corps. O]

Un Og-sous-module de K de type fini est aussi appelé idéal fractionnaire
de K. L’ensemble des idéaux fractionnaire différents de 0 est noté

J = Jk.
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Nous définissons le produit de deux Og-idéaux fractionnaire a et
b par

a-b:={> ajbj:a; €a, b b}
J

On vérifie que ceci est encore un Ox-module de type fini (si a; est by, sont
des générateurs de a et b sur O, alors a;b;, sont des générateurs de a - b.).
Ainsi Jg devient un semi-groupe avec élément neutre Og. Nous montrons
que Jg, muni de cette multiplication, et méme un groupe. Plus précisement,
nous posons pour un élément a € Jg

a':={a€ K :aacC Ok},

et nous montrerons que a~! est un O-module de type fini et que a-a™! = Ok.
Sia € K, a# 0, alors (a) = aOg est (évidemment) un idéal fraction-
naire de K. L’ensemble des idéauz fractionnaire principaux (i.e. les aOg on
a parcourt K*) est noté Pg. Il est clair que c’est un sous groupe de Jg. Le
groupe de quotient
CK = JK/PK

est appelé le groupe des classes de K.
Théoreme. L’anneau Oy est principal si et seulement si Cx est trivial.

Lemme. Pour tout nombre algébrique il existe un nombre entier N # 0 tel
que Na est entier.

Démonstration. Soit f € Q[x] un polynome différent de 0, qui a a comme
racine. On peut supposer (en multipliant f par un nombre entier convenable)
que f a des coéfficient entier, disons

f(z) =a 2" +an 12" '+ +ay (a, #0).
Mais alors a,a est racine de
"+ apap "+ 4 alag,
donc entier. =

Demo. du théoréme. Supposons que C'x = 1. Soit a un idéal de O. Alors
aPyx = Pk, i.e. a est principal.

Réciproquement, soit tout idéal de O principal. Soit a un idéal fraction-
naire. D’aprés le lemme il existe un naturel N > 0 tel que Na C O (on utilise
que a posséde un nombre fini de générateurs sur O). Donc Na = (a), d’on
a= (a/N). O
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Le groupe C est donc une mésure pour le défaut de Oy d’étre principal.
Nous étudions C'x pour le cas que K est un corps de nombre quadratique
imaginaire, i.e. K = Q(v/D) o le discriminant D de K est négatif.
Une forme quadratique binaire entiere est un polynome homogéne de
degré 2
az’® + bry + cy? € Z[z].

Suivant la notation de Gaufl nous la notons
la, b, c].

Nous appelons
A :=b* — 4ac

le discriminant de [a, b, |, et nous I'appelons définie positive si A < 0 et
a > 0. En fait, dans ce cas-la

2

b++D

>0
2a

azx® + bry +cy? = a|r +

Y

pour tout (z,y) # 0.

L’ensemble des formes binaires quadratiques entiéres defini-positives a
discriminant D est noté Q.

Nous considérons 'application

D
GIQHJK/PK, [(I,b,C]l—)<O+Ob+\/_>PK

2a

Nous laissons comme exercice (facile) a montrer

b+@:Z+Zb+2\/E.
a a

0+0

Théoreme. L’application

G :a,b,c] — <Z+Zb+2\/ﬁ> Py
a

est surjective. Pour f,g € Q on a G(f) = G(g) ssi il existe un A € SL(2,Z)
tel que f = g*.

Ici g* dénote 'action naturelle de SL(2,Z) sur Q définie par
g (x,y) = g((z,9)A)

(ou (x,y)A est le produit matriciel usuel).
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Démonstration. Soit a un idéal fractionnaire. Alors a = Za + Zb. On peut
supposer que a = 1 et Im(b) > 0 (sinon remplacer a par (%)a et remplacer b
par —b si necessaire). Donc

a=7Z+7Zb (Im(b) >0).
Nous montrons dans un premier temps que

_ B+VD
- 2a

b (B,a € Z,a > 0),
et que ab € O.

Pour ceci nous utilisons que a est un O-module. En particulier O C a
(car 1 € a), et donc, pour tout ¢ € O on a que

B )
1o\ e\ \-1 1) [\ =
1 b ¢/ b—b c) %
est dans Z?2.

En choisissant ¢ = 2£Y2 ¢ O, nous obtenons ainsi que v/D/Im(b) est

2
un entier rationnel, d’ou b = B+VD avec un nombre naturel @ et un nombre

rationnel 4. Car Im(b) > 0 nous avons en plus @ > 0. En plus, Im(b¢) /Im(b) =
(D — 3)/2 doit étre entier, donc f € Z et ab € O
Mais alors la classe aPg est I'image réciproque de la forme

[ — Dy2
4a ‘

alz + by|? = az® + Bry +

s 2_
(Pour vérifier que 2 L
a

Soient maintenant

= a|b|? est entier noter |aa/abO| = abb — exercice.)

2
b++vD V++vD
f=alz+ \/_y ,g=d |z +———y

2a 2a’

deux éléments de Q tels que G(f) = G(g), i.e.
D / D
2+22 YD _ g YYD,
2a 2a

avec un ¢ € K convenable. Il existe une matrice A € G1(2,7Z) tel que

1 1 c C
A\ wvs vvp ) = vvd - v
2a

2a 2a’ > 2a’
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En comparant les déterminant nous observons que det A = +1. En plus, la
derniere identité implique

fA — CL|C|2
De fait que pged(a,b,c) = pged(a’,b',c) = 1 (si on avait, par exemple,
n = pged(a,b,c) > 1, alors n?|D et D/n* serait un carrée mod 4, qui n’est
pas possible (exercice)), on déduit facilement alc|* = a'. O

a/

Théoréeme. Chaque classe (orbite) de Q/SL(2,7Z) contient une forme [a, b, c]
avec |b] < a < ec.

Une forme qui satisfait les inégalités du théoreme est dite réduite.

Démonstration. Nous utilisons les formules

[a,0,¢]"" = [a,b+ 2az, ¢ (T = @ (1)) , € 1)
la,b,¢]® = [¢, —b, d] (S = ((1) —O1>)

En effectuant un suites de ces opérations avec un peu de bon sens on construit,
commengant avec une forme f = [a,b,c| non-réduite donné, une suite de
formes [ay, by, c,] qui sont tous équivalentes a f et qui satisfont |b,| < a,,
Cpn < Gp, €t a, < a,_1. Il est clair qu'une telle suite doit étre fini (car le
laj| sont des naturels) et que l'on termine avec une forme réduite. Comme
exemple pour cet argument nous regardons

[9,7,3] —s [3,—7,9] =1 [3,—1,5].
0

Lemme. Le nombre de formes réduites [a,b, c| (i.e. telles que |b| < a <c) a
discriminant A = b* — 4ac < 0 est fini.

Démonstration. En utilisant les inégalités pour les coéfficients on obtient

|A| = dac — b* > 4a* — a* = 3a?,

[A]
a < 3 =5

Or le nombre de couple (a,b) d’entiers avec [b| < a < S est fini, et, pour
2

o _ B-A
chaque tel couple il existe au plus un naturel ¢ tel que ¢ = *-=. O



2.2. IDEAUX FRACTIONNAIRES 37

Ces théoremes nous donne un moyen facile pour calculer I'ordre du groupe
de classes G = Ji / Pk du corps quadratique imaginaire avec discriminant K :

1. Faire une liste des couples (a,b) avec |b| < a < (|A|/3)2 (et b =
D mod 2).

2. Jeter les couples pour lesquels ¢ := (b* + A)/4a n’est pas entier ou
c<a.

3. Le nombre des couples restant est un majorant pour |G|.

En fait, on peut montrer facilement que deux formes réduites sont inéqui-
valentes a part de quelques cas “pathologiques”.

Comme exemple nous prenons le cas K = Q(y/—5). Le discriminant du
corps est D = —20. Le majorant pour les a est S = |1/20/3] = 2. Couples
possibles donc :

(1,0):c=5,(2,-2):c=3,

(2,0):c=—,(2,42) : c= 3.

| Ut

Ici [2, —2,3]T2 =[2,2,3], et [1,0,5] n’est pas équivalent a [2,2,3] (exercice).
Résumé :

|Ji/Pk| = 2.

En fait, on a déja vu que Ok n’est pas un anneau principal, mais ce défaut,
“qui est égal a 2’, n’est pas trop grand”.

Nous avons maintenant un moyen pour mésurer si un Oy, pour un corps
de nombres quelquonque, est un anneau principal (au moins, en principe : une
formule explicite pour le nombre de classes dans le cas général est toujours
a trouver). Il reste le probleme a trouver les nombres idéaux (et a montrer
que Jg est un groupe).

Comme domaine des nombres idéaux nous pourrons choisir Jx, parce que
on a le théoreme important :

Théoreme. Tout idéal a de O = Ok qui est différent de (0) et (1) posséde
une décomposition unique

a=9p P

en idéauz premiers p; de O.

Lemme. Pour tout O-idéal a # (0) il existe des idéaux premiers p; différents
de (0) tels que
pir---p Ca
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Démonstration. Soit M ’ensemble des a pour lesquels il n’existe pas un tel
produit d’idéaux premiers. Car O est noethérien toute tour d’idéaux stricte-
ment croissante (par rapport a l'ordre C) est finie. Donc M est inductivement
ordonné. D’apres le lemme de Zorn, si M n’est pas vide, alors il existe un
élément maximal dans M, disons a. Clairement a n’est pas premier. Donc il
existe a,b & a tels que ab € a, i.e.

Car a est maximal dans M les idéaux a + (a) et a + (b) contiennnent des
produits non-nuls d’idéaux premiers. Mais alors c’est vrai pour a aussi, car

(a+(a)) - (a+(b) Ca
(exercice — on a méme =)f. Contradiction. O
Lemme. Sip # (0) est premier, alors pp~! = Ok.

Démonstration. Ona O C p~ !, doncp C pO C pp~ L. D’autre part pp~! C O
(d’apres la définition de p~'). Car p maximal, on a pp~' = 0 (car pp~! #
p). O

Lemme. Soit p # Ok un idéal premier. Alors pour tout idéal a # (0) on a

pla#a.

Démonstration. Nous montrons dans un premier temps que p~! # O. En fait,
soit 0 # a € p. D’apres le lemme avant-précédent on a p;---p, C aO C p;
on peut supposer que r est minimal.

Si p D ab pour des idéaux entiers, et si p A a alors p D b (soit a € a \ p,
alors pour tout b € b on a ab € p, donc b € p). Donc on a, disons, p; C p. En
fait, on a égalité car les idéaux premiers sont maximals.

Car 7 est minimal py---p, ¢ aO, et il existe un b € py---p, \ aO. En
particulier g ¢ 0.

Mais alors pb = p1b C aO, d’ou p% C O, donc % ep .

Soit maintenant a # (0) et a; un systeme fini de générateurs de a sur O.
Supposons ap~! = a. Alors il existe pour tout x € p~!

TrTa; = E Qiaj, Qij € 0.
J

Le déterminant de (zd;j — a;j) est donc 0, i.e. x est une racine du polynome
normalisé

det(X&j — CLZ‘J') € O[CE],

donc entier, donc dans O. On a montré p~—! C O. Contradiction. m
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Démo. du théoréme. Soit M 1'ensemble des idéaux de O, différent de (0) et
(1), qui ne possedent pas une DIP (décomposition en idéaux premiers). Si M
n’est pas vide, alors il existe un élément maximal a dans M (raisonnement
comme dans la preuve du premier lemme). Car O est noethérien il existe un
idéal maximal p contenant a.

Car O C p~! nous avons a C ap~!. Mais a # ap™! (d’apres le lemme
précédent), et ap~' # (1) (sinon ap = a également d’apres le deuxieme
lemme). Car a est maximal dans M, alors ap~' n’appartient pas a M, et, car
# (1), possede donc une DIP. Mais alors a = (ap~')p posseéde aussi une DIP.
Contradiction.

Soient

a:pl...pT:ql...qs

deux DIPs de a. Alors p; contient un des q;, disons ¢q;. Mais q; est maximal,
donc p; = q;. Multipliant par p;! et utilisant pp~! = O nous obtenons

p2...pT:q2...qs'

Continuons ainsi nous obtenons finalement » = s, et apres rénumerotation

pi = a;- .
Théoréme. Pour tout idéal fractionnaire a # (0) on a aa™' = O.

Démonstration. C’est vrai si a est un idéal premier. C’est donc également
vrai si a est un idéal entier : si a = p; - - - p,- est sa DIP, alors on a ab = O ou
b=p; - -p L. Mais ab = O implique b C a~'. Réciproquement, si x € a™!,
i.e. xza C O, alors xO = zab C b.

Si finalement a est fractionnaire, alors il existe un ¢ € O, ¢ # 0, tel que
ca C O. Mais (ca)™! = ¢ 'a™! et on a déja montré (ca)~'(ca) = 0. D’'ou
alta=0 O

Tout idéal fractionnaire a possede une unique DIP de la forme
a=]]e".
p

ol le produit est sur tout idéaux premier de O, ot v, € Z et v, = 0 pour
tout p sauf pour un nombre fini. En effet, écrire a = be™! avec des idéaux
entiers et considérer la DIP de b et c.

En particulier, si a € K, a # 0, alors a := aOg possede une DIP unique.
On écrit tres souvent cette DIP sous la forme (un peu incorrecte)

a:Hp””.
p
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Si Ok est un anneau principal, alors cette identité prend la forme

a=][x0)",

™

ou 7 parcourt les nombres premiers de Ok (modulo la relation “associée”).
Cette identité est équivalent a dire que

azaHW””
T

pour une unité € convenable.

Si a et b sont des idéaux fractionnaires de O, on dit qu’ils sont premiers
entre eux si leurs DIP ne contiennent aucun idéal premier commun. Si a et
b sont entiers, c’est équivalent a dire que

a+b=0

(exercice).
Nous terminons cette séction par quelques compléments.
Pour un idéal a entier de O = Ok nous posons

N(a) :=|O/a|, A(a) := det (Tr(aia;))i<ij<n) ;

c’est la norme et le discriminant de a. Ici a; (1 < i,j < n) parcourt une
Z-base de a. On note que la norme est bien-definie (i.e. O/a est fini), parce
que O et a ont le méme rang en tant que Z-modules. On note également que
le discriminant est bien-defini (i.e. ne depend pas du choix de base a;) : en
fait la matrice de passage P a un autre Z-base b; de a est un élément de
GL(n,Z), et on a
P' (Tr(a;a;) P = (Tr(bb;)) .

Soit D le discriminant du corps de nombres quadratique K comme défini

dans la séction précédente, en particulier K = Q(v/D). On vérifie que

D = A(Og).
En fait, si par exemple D est impair, alors

1+vD
O:Z+Z+T\/_’

et
1++vD 1+vVD., 14+ D
— ) =1 T ") = :
2 2 2
2

(tr(aa)) = (7 1ip)

2

Tr(
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ce qui entraine la formule. Le cas D pair est similaire.
Pour un corps de nombre arbitraire on appele

Dk = A(Ok)
simplement le discriminant de K. C’est un nombre rationnel entier.
Théoreme. Pour tout idéal a de O = Ok on a
A(a) = Dg - N(a)*.

Démonstration. 11 existe une base a,--- ,a, de O et des nombres naturels
€1, &, tels que g1aq, -+ ,e,a, est une base de a (théoreme de la base
adaptée). On a Tr(g;a,65a;) = €;Tr(a;a;)e;, et d'ou
A(a) = det(Tr(siaig50;) = AO) [ [ <7
i=1

D’autre part O/a = [[;_, Z/&;Z (isomorphisme de groupes abéliens), et donc
[[i=i € = N(a). 0
Théoreme. Pour tout a € O on a

|NK/Q(G)‘ = N((ZOK).

Démonstration. Pour des nombres ay,--- ,a, de K (oun = [K : Q]) on pose
a as - ay,
D(aq,...,a,) = det 02(,6“) 02(.a2) - 02(.%) ;
On (al) On (ag) e op ('an)
ou o1 =id, 09, ...,0, sont les plongements de K. On vérifie facilement que

D(ay,...,a,)? = Ala)

si a est un idéal de Ok et aq,...,a, une Z-base de a.
Soit maintenant aq,...a, une Z-base de Ok. Alors aaq,...aa, est une
base de aOg. On a

D(aay, . ..aa,) = Ngjg(a)D(aq, ..., ay,).
Avec la formule précédente pour A(a) on obtient donc
A(aOk) = Ni/g(a)*A(Ok).

La formule désiré est maintenant une conséquence du théoreme précédent.
O
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Pour un idéal fractionnaire a on définit
N(a) := N(b)N(c) ",

ou b, ¢ sont des idéaux entiers tels que a = be™!. On peut vérifier que ceci
ne dépend du choix de b et ¢, et que ceci définit un morphisme de groupes

N Jx — QLp(= Qs0)-

2.3 Décomposition d’idéaux premiers

Pour le suivant on fixe une extension de corps de nombres L/K, et on
fixe un idéal premier p de K, p # (0). Nous posons

pOL = {Z a;b; 1 a; € p, b; € OL}

Ceci est un idéal de Oy, et on s’intéresse pour la DIP de cet idéal :

b=y P

Ici le p & gauche est a prendre comme pOy, (“abuse de langage” ), les B; sont
des idéaux premier de Oy, deux a deux différents, et les e; sont donc des
nombres naturels e; > 1.

Nous introduisons une notation standarde : Si a et b sont des idéaux
fractionnaires dans, disons, Oy, alors on dit a divise b (symboliquement :a|b)
si b = ac pour un idéal entier ¢. On vérifie facilement que

alb<=a>Db.

(En effet, si b = ac, alors a D b, car a D ac. Réciproquement, si a D b,
alors a=! C b™! (clair!) et puis ba™! C Oy, i.e. est un idéal entier.)

Un idéal premier P de Oy, appartient a la décomposition de pOy, (i.e. est
égal a un des ;) si et seulement si P|p, et d’apres ce que nous avons vu,
c’est équivalent a dire que B D pOy, ou bien P D p. C’est pour ceci que 'on
appele les idéaux P; les idéaur au-dessus de p, et on écrit tres souvent Plp
pour indiquer qu'un idéal premier B de O, appartient a la décomposition de

p.

Théoréme. Soit P in idéal premier de L. Alors

Blp <= PN Ok =p.
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Démonstration. Supposons Blp. Alors p'P N O est un idéal de Ok, qui
contient p. Mais p est maximal (en tant que idéal premier dans un anneau
de Dedekind), donc p’ = p ou p’ = Ok. Mais le dernier est imposiible, car
sinon 1 € p’, donc 1 € B. La direction réciproque nous avons déja vérifié
ci-dessus. ]

En particulier nous en déduisons que, pour un idéal premier idP|p, I'ap-
plication canonique Oy — O induit un morphisme d’anneaux injectif

Ok /p — OL/B.

A Taide de cette application on peut désormais considérer le corps Oy /P
comme extension du corps Ok /p. On pose

fi =1[0L/P : Ok /p] = dimo,./p Or/B,

et on appele degré d’inertie de B; (par rapport a K ).
Le e; est appelé le degré de ramification de B; sur K.

Théoréme. Z e.fi =[L: K]
i=1

Démonstration. Appliquons le morphisme de groupes norme a la DIP de p
nous obtenons

N(pOr) = N(PB1)“ - - N(B, ).

Or nous avons

N(PB;:) = [O/B| = |0k /p|" = N(p)”:.

En plus
N(pOr) = N(p)=".

Ceci est clair si K = Q : dans ce cas-la, p = pZ pour un nombre pre-
mier rationnel p, et d’apres un résultat de §2 on a alors N(p) = [Ny ,o(p)|;
mais evidemment N ,o(p) = p!“@. Le cas général est un exercice (ou voir
[Neukirchl]).

Inserons les formules trouvés pour les normes variées entraine le théoreme.

]

Por décomposer p explicitement dans L il faut evidemment une descrip-
tion explicite de Op. Le cas le plus convenable est le cas O = Og[f] pour un
0 convenable. En général un tel f n’existe pas (mais il en existe aussi des ex-
emples importants ot on a une telle déscription comme les corps quadratique
ou les corps cyclotomiques).. Néanmoins ce raisonnement peut étre poursuivi
avec succes apres quelques modifications.
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Pour ce qui suit nous choisissons un élement primitif de L /K avec polynome
minimal p :
L =K, p(z)="Ir(L,0)e K[X].
Nous pouvons supposer que § € Op. Donc 6 est entier sur Ok et p(z) €
Ok[X]. Nous avons ainsi le sosu-anneau

Oxkl0] C Oy.
Finalement nous posons
S = Soxi = {a € O : aOk[0] C Or}.

C’est un idéal de Oy, appelé le conducteur de Ok|f]. Nous laissons comme
exercice a vérifier que § # 0.

Théoréeme. Supposons que p ne divise pas SNO . Alors il existe des polynomes
normalisés p;(X) € Ok[X] de degré f; (1 <i <r) tels que

p(X) =Py (X) - p (X)),

et tels que p;(X) est irréductible dans (O /p)[X]. Ici G(X), pour un q(X) €
Ok|X], indique le polynome de Ok [p[X] obtenu de par réduction des coéf-
ficients de q(X) modulo p.

En plus on a

Bi =pOL +pi(0)0r.

Démonstration. Posons F := O /p. Nous considérons F comme sous-anneau
de O /pOy. L’application

a: FIX]/(p(X)) — OL/pOL

induite par f(X) + f(f) est un isomorphisme. (Ici § désigne la classe de 6
modulo pOy.)

Elle est injective : Soit f(X) € F[X] tel que f(#) = 0, disons f(X) =
F(X). Nous pouvons choisir F'(X) tel que F(f) = 0. En effet, on a F(0) €
Oy, ie.

F(0) = ijaj (pj €p, a; € Op).

Mais §NOk +p = Ok (ici on utilise 'hypothese p fFNOk), et donc a+p = 1
pour un a € §N Ok, p € p. Mais puis aF'(X) = F(X) mod p, et aa; = ¢;(0)
avec des ¢j(X) € Og|[X] convenables. Par conséquence

G(X):=aF(X) =) pjo;(X)
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satisfait & G(X) € Ok[X], 4 G(X) = f(X) et G(#) = 0.

En ramplacant F'(X) par ce G(X) si necessaire, nous avons donc que
p(X)|F(X), et puis p(X)|F(X) comme nous avons du & montrer.

Elle est surjective : Soit b € Op,. Avec la décomposition 1 = a+p ci-dessus
(ici on utilise la deuxiéme fois I'hypothese p [§ N Ok) on a b = ab + pb =
¢(0)+pb pour un ¢(X) € Ok[X], et donc b+pOy, est I'image de ¢(X) € F[X].

Les idéaux premiers de F[X]/(p(X)) sont les p,;(X)F[X]/(p(X)). Donc,
si

T OL — OL/]JOL
est 'application canonique, alors les idéaux premiers de Oy qui contiennent
pOp sont
9; = 77 (a (p;(X)FIX)/(B(X)))
Nous laissons comme exercice a vérifier que [O/Q; : F] = deg(p;), que e;
est le nombre naturel le plus grand tel que ij |pOp, et que

Q,; =p0 +p;(0)0;.
Ceci implique le théoreme. O

Exemple : Décomposition de nombres premiers rationnels dans les corps

quadratiques
Soit maintenant K = Q, L = Q(v/D) ott D = Dy, et soit p un nombre
premier rationnel, p := pZ. On a Oy, = Z[#] ou

. {\/5/2 si D pair

%ﬁ si D impair

Soit p(X) le polynéme minimal de 6, donc

X?2—-D/4 si D pair
PX) =19 s 1D oty
X*—= X+ =7 s D impair

(Nous remarquons que 1’on peut éviter a distinguer les deux cas on observant

que Op = Z[DJ’T‘E].) Le conducteur § de Z[#] est Or. En conséquence le
dernier théoreme s’applique a tout nombre premier p.

d’abord décomposer p(X). Si D est pair on trouve comme décomposition
dans F,[X] :

() = EX—E)(XjLE) S%D/flzcﬂmonp ‘
p(X) siVa: D/4 # a® mod p
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Nous avons donc trois cas possible a considérer.
Cas : (%) = +1. Alors il existe un a tel que D/4 = a* mod p, et p Ja.
Donc X —a # X +a (car p # 2|D) et on a la DIP
p=pp, p#¥y,
p:<pa_a+\/5/2)7 p,:(pa_a_\/ﬁ/2)

Ici on utilise la notation (u,v) = Opu+ Opv. Donc ici p se decompose totale-
ment. On trouve aussi — en applicant la norme a la DIP —

N(p) = N(p') = p,

1.e.

OL/p = Op/p =T,

p est ramifié :
p=v> p={@VD), Np)=p, OL/p=F,
Cas : (%) = —1. Dans ce cas la p est inerte :

pOr, = idéal premier , [Or/pOy : F,] = 2.

Le cas D impair est analogue : on trouve le méme type de DIP de p selon
la valeur de <%).

Il est intéressant a regarder plus proche le cas d’un anneau principal
comme par exemple Oy = Z[i] (et discriminant Dj, = —4). Ici on a donc que
2= (1+4)(1—1i)=—i(1+14)* et pour p # 2 le résultat ci-dessus se traduit
comme

—4
drelZi]:p=7n-T < (—) = +1.
p

(Ici 7 indique conjugaison complexe.) Si on écrit m = = + iy avec x,y € Z ce
résultat devient

Jz,y €Z:p=a’+y? < p=1mod 4.

En effet
17=1%4+4% 541 =10* +21%,...

(541 et le 100-iéme premier) mais jamais 3 = x2 + y? etc.
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Compléments : Le symbol de Legendre Soit p un nombre premier impair.
On pose
+1 sidr€Z:a=z*modp, p fa

R
- | = S1 pla
D p

—1 sinon

L’application a — <%> ne dépend que de a modulo p. Donc elle factorise

a une application
F; — {£1}.
Il est facile a montrer que cette application est donné par

w" — (_1)71’

ou w est un générateur du groupe cyclique 7. En effet, si @ := a + pZ = w",
alors @ = (w™)? pour un m si et seulement si n est pair. En particulier nous

remarquons que <5> factorise a un morphisme de groupe, et donc

(5)-G)G)

pour tous entiers a, b (méme ceux qui sont multiples de p).

Théoreme. (2) =" mod p.
p

Démonstration. Ecrivons @ = w™. Alors

oil nous avons utilisé w'z = —1 (en tant que racine de X?~! —1=10). 0O

_1 p—1 2 p271
Corollaire. | — | =(—1)2, (- | =(-1) 5.
(5)-0% (5) -

Démonstration. La premiere formule est une conséquence immeédiate du thé-
oreme précédent.
Pour la deuxieme on fait un calcul dans Z[i]/2Z[i] :

L+ =, (144" = (1 +14) (L +4)"~

= (1+i)(2)"T =, (1+1) (2) i

p

ou pour la derniere égalité nous avons utilisé le théoreme. Mais ceci implique
la formule désiré (distinguer les cas selon p mod 8). O
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Théoréme. (Loi de réciprocité) Soient p et | deuz nombres premiers impairs

différents. Alors
() (-

=X (e

a€ly

Démonstration. Posons

Ici ¢ indique une racine d’unité primitive l-ieme (p.e. ¢ = exp(27i/l)). Nous
montrons dans un instant que

-1

?=(-1)z1

(En fait, 7 = /(—1)"2 [ ot la racine & prendre est celui dont la partie réelle

ou partie imaginaire est positive — mais la preuve de cette formule exacte
est beaucoup plus compliquée que montrer la formule pour 72).
Nous faisons maintenant un calcul dans Z[C]/pZ[(] (le comparer au calcul

pour la formule pour (%) N :

s L@ e-0s(0)e=0)r

ou on montre I'égalité des deux sommes par la substitution b <= ap. D’autre
part,

= p= —1.p— l
o = ()T =, () (1),

p
la derniere congruence d’apres le théoreme précédent. En comparant les deux
expressions pour 77 on decouvre la loi de réciprocité. O

Lemme. 7° = (—l)l_Tll.
Démonstration.

5 <a7) atb _ Z (%‘) (b ca)

a,b

:( z )(1—1 Z( )Zg 1+cz(_—)z,

ou, pour la derniere identité, nous avons utilisé

Z(%) =Y " =0 (neF).
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Exemple : Décomposition de nombres premiers rationnels dans les corps
cyclotomiques Nous fixons un nombre naturel n > 1 et posons L := Q(puy,).
Nous rappelons que le degré de ¢,,(X), le n-ieme polynéme cyclotomique, i.e.
le polynéme minimal d’une racine d’unité n-ieme primitive ¢, est p(n). En
plus nous avons vu que Op = Z[(]. Le conducteur de Z[(] est Oy, et donc le
théoreme principal sur la DIP des idéaux premiers d’un sous-corps peut étre
appliquer a tout nombre premier rationnel p sans aucune restriction. Soit p”
la puissance précise de p qui divise n.

Théoreme. Soit [ lordre de p modulo n/p¥. Alors la décomposition en
polynomes irréductible de ¢,,(X) dans F,[X] est de la forme

Gu(X) = (p1--p)?"".
Ici les p; sont deuz a deux différents, leur degré est f, et on a p(n) = rfo(p”).

Démonstration. Nous fixons pour la démonstration un idéal premier p|p de
O = Oy, et nous posons F := O/p.

Nous supposons dans un premier temps que p fn. Dans ce cas n X"~ # 0
dans F,[z], i.e.

Xt —1=J[(x-n)

nNeEUn

ne possede pas de racines multiples dans Fp. Ici § = n + p indique réduction
modulo p. En conséquence 'application canonique O — F induit un mor-
phisme de groupes injectif

iy — F*.

En plus, car ¢, (X) également ne possede pas de racines multiples (en tan que
diviseur de X™ — 1), et donc n’est pas divisible par un carré d’'un polynome
irréductibe.

Soit p(X) un des facteurs iréductibles de ¢,(X). Il reste & montrer que
son degré, disons f, est égal a f.

Pour ceci soit 77 une racine de p(X), ou ¢,(n) = 0. Car n est primitive,
et car p, — F* est injectif, 'ordre de 7 reste n. Donc n||F,[7]*| = p/" — 1.
D’autre part, le corps F,s est le corps de décomposition de XP' =11 et
contient donc I'image injective de j,, et donc F,y D F, ie. f' < f. Car f est
I'entier naturel le plus petit tel que n|p/ — 1 nous concluons f’ = f.

Siv > 0, i.e. sip|n, alors écrivons n = mp”. Alors nous avons (i, = Ly,
et

X —1=(X -1
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dans IF, i.e. y,» — {1} sous I'homomorphsime p,, — F*. Mais alors, si 7 et 6
parcourent repsectivement les racines primitives n-iemes et p“-iemes, on a

6.(X) = [[(x —n0)
7,0
=[x -m=][(x-mp"
7,0

= Gn()70"

Mais p fm et nous avons déja déterminé la décomposition de ¢,,(X) dans ce
cas. O

La DIP de p (avec les notation du théoreme) dans Q(pu,) et ainsi de la
forme

p=(Fi-- PP N(B) = p, o(n) =rfeo@).
En particulier, p # 2 se décompose totalement (i.e. ¢(p”) =0, f = 1, et donc
= [Q(uyn) : Q)), si et seulement si p = 1 mod n.

Nous terminons cette paragraphe par une autre preuve (en effet, par la
bonne!) de la loi de réciprocité.

Deuxieme preuve de la loi de réciprocité. Soient p # | des nombres premiers
rationnels impairs. Le corps L := Q(y) contient le corps K := Q(\/1'), ot
I'= (—1)I_Tll. En effet, nous avons vu que

VIn=+ Z ( )exp 2mia/l).

a€ly

Soit 0, € Gal(L/Q) I'automorphisme définit par ¢ — (¥ sur fy, soit p|p
un idéal premier de K.
Alors on a

peF? = L) 5 QW)
< N(p)=p
1 eF;’.

La premiere équivalence est par théorie de Galois de L, la troisieme est
la loi de DIP pour p dans le corps quadratique K (ou bien, car Ok /p =
F, [V mod p).

Pour la deuxieme posons Z := L) et soit P, un idéal premier de Z qui
divise p. On remarque que Oz est stable sous 0,. On en déduit facilement
que Oz /B est stable sous a — a?, et que donc Oz /P, = F,ie N(Py) = 1.
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Par conséquence, si Z D K, alors on a Ok /p — Oz/PBz (en choisissant
p = P2NOk) et puis N(p) = 1. Réciproquement, si N(p) = 1, i.e. Og/p = F,,
alors o, induit 1'identité sur Og /p, en particulier (car O /p = F,[v/I’ mod
p]), VI’ mod p, et donc VI’ et puis K, est stable sous Tp.
Or I'équivalence
peF? <1 eF;’

peut étre écrite sous la forme

(=1t ()-() -

Le cas d’une extension galoisienne L/K

Nous supposons maintenant que L/ K est galois, soit G le groupe de Galois
associé. On fixe un idéal premier p de K. Le groupe G agit sur I'ensemble
des idéaux P de L au-dessus de p. En effet, si P|p , alors pour tout o € G
on a aussi oB|p (car p C K et K est stable par ). En plus, ¢ induit par
passage au quotient un isomorphisme

OL/% — OL/O'm'

Donc Oy /B est un corps, et o un idéal premier.
Nous remarquons que cet isomorphisme montre aussi les degrés d’inertie
de B et o*P sont les mémes.

Théoréme. Le groupe G = Gal(L/K) agit transitivement sur l’ensemble des
wdéaux premiers divisant p.

Démonstration. Soient ', B|p. Supposons que P’ # oP pour tout o € G.
Alors, d’apres le théoreme chinois il existe un z € Oy, tel que

reP, VoeG:z=1modoP.

Mais puis y := [[,cqo(x) € P, et d’autre part, car o(x) = 1 mod P pour
tout o, on a y = 1 mod*PB. Mais y € K, et donc y € p = O NP’ et
y = 1 mod p(= Ox NP). Contradiction. O

Comme corollaire nous obtenons

Théoréeme. Soit Plp, et soit

Gp:={oceG: 0P =P}
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(groupe de décomposition de B sur K ). Alors on a

e

p=| ] o

UEG/GQ}

pour un entier e > 1. On a

Gl =€ [OL/B : Ox/p].

Démonstration. La seule chose qui reste a montrer est la formule pour le
degré de ramification. D’apres la formule fondamentale on a

L K] =[G Gyle- [0/ : O /).
Or [L : K] = |G|, ce qui entraine la formule désirée. O

Le groupe Gy agit sur O, /B et induit ainsi un homorphisme

G — Gal((Or/P)/(Ok/p)).

Théoreme. L’homorphisme ci-dessus est surjectif.

Démonstration. Soit F := Ok /p, soit § € Oy tel que OL/B = F[A], ou la
barre indique réduction modulo B. Soit f(X) € Ok|x] le polynéme minimal
de 6 sur K, et soit g(X) € Og[z] tel que g(X) est le polynome minimal de
0 sur F. Car f(0) = 0 on a g(X)|f(X).

Soit maintenant s un F-automorpisme de Oy, /3. Alors s(f) est une racine
de g(X), donc également une racine de f(X), et donc s(f) = 7 pour une
racine 1 de f(X). Soit o € G tel que o(f) = n. Si 0 € G, alors I'automor-
phisme de Op /B définit par o est égal a s, et la surjéctivité serait montré.

Or on peut supposer en effet que G' = G, on remplagant K par le corps
fixe de Gy, le corps de décomposition de B sur K : Nous avons les tours

L B
| |
Z:=L1% PBy:=0,NP

| |
K p
On a Gal(L/Zyp) = Gg. En particulier

Bz =P, |Gyl = €"[0L/PB : O2/B2).
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Or il est clair que ¢’ < e (sip = P ---, alors p = P ---), et [OL/P :
Oz/Pz] < [O1/B : Ok /p].
De

|G| = €[OL/P : Ok /p]
nous déduisons ¢’ = e et [Oz/PBz : Ok /p] =1, ie. Oz/Pz = Ok/p.
En remplacant K par Z dans l'argument du debut nous pouvons ainsi
supposer Gy = G. ]

La fonction ¢ de Dedekind
Pour un corps de nombres L la fonction ( de Dedekind est définie par les

formules
1

Cu(s) = H T (o)’ Ly(p™°) = H(1 —N(B)™).
p P (=) Blp
Ici p parcourt les nombres premiers rationnels, et B les idéaux premiers de
L au-dessus de p. Nous observons que L,(p~°) est un polynéme en p~—*. Pour
L = Q nous retrouvons la célebre fonction ((s) de Riemann :
1 =1
Gols) = ¢(s) =] =)=

1 —p=s ns'
p p n=1

Théoréme. Le produit converge absolument pour Re(s) > 1, et on a la

formule .
CL(s) = Z W7

a

ot a parcourt les idéaux (entiers) non-nuls de L.

Démonstration. Soit P, (I =1,2,...) une énumération des idéaux premiers
de L. A questions de convergence pres I'étape essentiel pour la formule est :

1 > 1
CL(S):I;IT(;B)—S:HZW

N T np=0
- nnzzo [N(‘Bl)”lNimz)nz BT
nm;w:o [N( 1141;212 SO ; @,

ou, pour la derniere identité, nous avons utilisé la DIP unique des idéaux de L.
Nous laissons les details et les questions de convergence comme exercice. [



54 CHAPITRE 2. THEORIES DES NOMBRES ALGEBRIQUES

Pour étudier (;, dans le cas des corps quadratique et cyclotomiques nous
avons besoin des caracteres de Dirichlet et leurs fonctions ( associées.

Une application y : Z — C* est appelé caractére de Dirichlet modulo m
si il existe un morphisme de groupe

X:(Z/mZ)" — C*

tel que x(a) = X(a mod m) si pged(a,m) = 1, et si x(a) = 0 sinon. On
appele x primatif si il n’existe pas un caractere de Dirichlet 1) modulo ¢ avec
un t|m, t < m, tel que x(a) = ¢ (a) pour tout pged(a, m) = 1.

Pour un caractere de Dirichlet on pose

Lx, s) = Z X(”).

/rLS

n=1

Nous laissons comme exercice a vérifier que cette série converge absolument
pour Re(s) > 1.

Démonstration. En effet, la loi de décomposition dans L pour un nombres
premier rationnel p se traduit comme

(1-X)* si (7)=+1
Ly(X) = (1=X?) si (D) =-1
1-X) si(2)=0
— (- xX)(1— (9> X).
p
D’ou le théoreme. m

Théoréme. Pour tout nombre natureln > 1 on a

Cote) = ] [ L0x.9).
X

Ici x parcourt J,,, C(t), ou C(t) est 'ensemble des caractéres de Dririchlet
primitif modulo t.
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Démonstration. Si p¥|n, et si f est Pordre de p modulo m := n/p”, alors la
loi de décomposition pour p dans Q(u,,) donne

Ly(X) = (1= XN = TT (- xm) 7.

USs

Mais, si A est le groupe des caracteres de Dirichlet modulo m, alos

A=y, x — x(p)

est un morphisme de groupes surjectif (exercice), |A| = p(m), et donc

[JTa—xn=]]0-xpx)

nepf XEA

Le théoreme et maintenant évident. ]

2.4 Géométrie des nombres

2.4.1 Théoréme de Minkowski

Soit V' un R-espace vectoriel de dimensions n. Un réseaur L dans V est
un Z-sous-module de V' de la forme

L=7Za+- -+ Za,

ouay,...,a, est une base du R-espace vectoriel V. Un domaine fondamental
pour L est une ensemble de la forme

Fo={) tja;:0<ty,... t, <1}
=0

avec des a; comme ci-dessus. Evidemment V' est la réunion disjointe des
g+ F, ou g parcourt L.

Soit vol une mésure de Haar sur V', i.e. une mésure tel que vol(a + X) =
vol(X') pour tout a € V' et tout sous-ensemble X (mésurable).

Ici nous utilisons que V' est naturellement muni de la structure d'un espace
vectoriel localment compact : via un isomorphisme avec R™ on peut copier
la topologie de R"™, et la topologie résultant sur V' ne dépend pas du choix
d’isomorphisme (exercice).

Nous posons vol(L) := vol(F'). Nous laissons comme exercice a vérifier
que vol(L) ne dépend pas du choix de base de L.
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Théoréme. (Minkowski) Soit X un sous-ensemble convexe est symmétrique
de V', et soit L un réseau dans V. Supposons que
vol(X) > 2"vol(L).

Alors X N L contient au moins un point g # 0.

(Un sous-ensemble X de V' est appelé conveze, si pour tout poit x,y € X
tout le segment tx+ (1 —t)y (0 <t < 1) est contenu dans X. Et X est appelé
symmétrique si X est stable sous x — —zx.)

Démonstration. 11 suffit & montrer qu'il existe des g; # ¢ dans L tel que
(g1 +3X) N (g2 + 3X) # 0. Car, si z est dans cette intersection, disons
T =g+ %xl =go + %ajg, alors g1 — g0 = %xz — %xl est le milieu du segment
de x1 a —x5, et donc un point de X.

Supposons que les ensembles g + %X (g € L) sont deux a deux disjoints.
Par conséquence on a, avec F' comme domaine fondamentale de L, et par un
petit calcul

vol(F') > vol (Fﬂ U(g+ %X))

geL

= wvol (Fﬂ (g + %X))

geL

=> vol ((—g +F)N %X)

geL

= vol <(U(—g +F)N %X)

g€eL
1
= vol (§X) = 27"vol(X).

Une contradiction a I'hypothese. O

2.4.2 Finitude du groupe de classe

Nous fixons un corps de nombre K. Nous rappelons que A = Ay désigne
I’ensemble des plongements 7 : K — C, que r; et 7 sont le nombre de
plongements réels et le nombre des plongements complexes repectivement, et
que finalement D = Dy est le discriminant de K.

Théoréme. Soit a # 0 un idéal entier de K. Soient ¢, > 0 (T € A) des
nombres réels avec ¢, = ¢+ et

(g)* [DIN(a) < [T e

TEA
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Alors il existe un a € a, a # 0 tel que
Vr e A:|ra| <ec,.

Démonstration. Soit V := R®q K. C’est un R-espace vectoriel de dimension
n = [K : Q]. Siaest unidéal de K avec Z-base ay, ..., a,, alors 1®ay, ..., 1®
a, est une R-base de V. Donc 'application

j K=V a—1®a

donne des idéaux de K sur des réseaux de V.
Nous observons que

DA®ay,...,1®a,) = det (r,a;)

1<ij<n

ou 7; parcourt A et aq,...,a, € K, peut étre prolongé (multi-)linéairement
a une application multilinéaire et alterné V" — C. (En effet, I'image et soit
dans R, sit dans 1R — exercice). Nous pouvons donc choisir une mésure de
Haar vol sur V' de facon que l'on a

vol <{thvj -0 gtla"'atn < 1}) — ‘D<U1;---7Un)’
7=0

pour tout vy,...,v, € V (exercice).
En particulier, pour un idéal a dans K avec domaine fondamental F', nous

obtenons
vol(F) = \/|Dk| N(a)

(voir fin de la séction avant-derniere pour la preuve que D(1 ® ag,...,1®
an)* = Dk N(a)? si a; parcourt une Z-base de a).

Pour 7 € A soit A, : V' — C l'application R-linéaire telle que A\, (z ® a) =
x Ta. Posons

X ={xeV:VreA:|\z| <c}

Nous laissons comme exercice a montrer que

vol(X) = 2"+ | | ¢,

TEA

Nous pouvons alors appliquer le théoreme de Minkowski pour conclure notre
théoreme. O

Corollaire. Dans tout idéal entier a de K il existe un a # 0 tel que

Nio(@l < (5)  VIDxING).
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Démonstration. Soit ¢, > 0 des nombres réels tel que ¢, = ¢= et

(5) " VDIN@) =] e-

D’apres le théoreme il existe pour tout € > 0 un 0 # a € a tel que
VreA:|ral < ¢ +e.

Mais l'ensemble des a € a avec |Ta| < C, pour une constante C, est fini
(soit par un argument topolgique en utilisant que a en tant que réseau est
un sous-groupe discret de V', soit on déduisant que, pour toute constante C,
I’ensemble des polynoémes minimals des a € O avec |ta| < C pour tout 7
est fini ). Donc il existe un 0 # a € a avec |Ta| < ¢, pour tout 7, et d’ou le
corollaire. [

Théoréme. Le groupe de classe Ji [Pk est fini.

Démonstration. Pour toute constante C' le nombre d’idéaux entiers a de K
tels que N(a) < C est fini (exercice). Il suffit donc a montrer qu’il existe
une constante C' tel que toute classe [a] contient un idéal entier a; tel que
N(al) < C.

Posons

Choisissons un ¢ € Ok, ¢ # 0 tel que b := ca™! est entier. D’aprés le lemme
il existe un 0 # a € b avec

Ni/g(a) < C-N(b),

et done

N(ab™!) < C.

Mais ab™! et entier et dans [a], O

2.4.3 Le Théoréme de Dirichlet

Toujours K est un corps de nombre, et nous gardons les notations de la
séction précédente, en particulier 71 et 7 pour le nombre de plongements réels
respectivement couple de plongements complexes de K dans C. Nous utilisons
O* = O}, pour le groupe (multiplicatif) des unités de O, et W = Wy pour
le sous-groupe des racines d’unités de O*. 1l est clair que Wy est fini (car
sinon K contiendrait des corps Q(y;) de degré arbitrairement large).
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Théoréme. (Théoréme de Dirichlet) Le groupe Of. /W est un groupe abél-
wen libre de rang r1 +ro — 1.

Démonstration. Soit A C Ai un ensemble qui contient les plongements réels
et, pour chaque couple de plongements complexes, un de ces deux plonge-
ments. Nous étudions le morphisme de groupes

Log:=lot: (R®g K)* — R4,

ot ¢ est la restriction sur (R®gK)* de I'application linéaire Rog K — R telle
que 2®a — (r7a),, et ol : R* — RA (2,) — (log |z,]). Ici (R®gK)* est le
groupe (multiplicatif) des éléments inversible de R ®gq K. Ce groupe contient
K* et O* (via le plongement canonique K 3 a — 1®a). On vérifie facilement
que Log est en effet un morphisme de groupe, et que Log(a) = (log|ral)..

En particulier, car, pour tout ¢ € O*, nous avons |Ng/g(e)| = 1, ie.
log [N /()| = 0, nous observons que

L :=Log(O*) C H :={(z,);: ZGT[ET = 0}.

Ici e, = 1si7 est réel, et e, = 2 sinon. La dimension de R? est #A4 = r; + 15,
et H, en tant que hyperplan de R4, est donc de dimension r := 7 4+ ry — 1.
Nous avons la suite exacte

1—-W —-=0"—=L —1.

En effet, si, pour un ¢ € O*, nous avons Log(e) = 0, alors |Te| = 1, et donc
aussi |Te"| = 1, pour tout 7 € A et tout n > 0, alors on en déduit facilement
que 'ensemble des polynomes minimales des " est fini (les coéfficients du
polynome minmal de €™ sont des fonctions symmétriques élémentaires en les
7e™). Par conséquence, 'ensemble des " est fini, donc e™ = " i.e. e™ " = 1,
pour des m > n convenable, donc e € W. Que réciproquement Log(W) = {0}
et évident.

Notre but est a montrer que L est un réseau dans H. Ceci implique
evidemment le théoreme, car O* /W = L d’apres la suite exacte ci-dessus.

D’abord nous montrons que L est un groupe abélien libre de rang s <
ri=7r+7ry— 1.

Pour ceci nous remarquons que O* est un sous-groupe discret de (R®g K)*
(i.e. chaque point £ de O* possede un voisinage ouvert qui ne contient aucun
point de O* différent de €), car O en tant que réseaux est discret (exercice).
Mais alors L (comme image continu de O*) est discret aussi. Soit RL le
sous-espace de H engendré par L, soit hy,...,hs € L une base de RL, soit
Lo := Zhy+ -+ -+ Zh,. Nous montrons que L/ Lg est fini, ce qui implique que
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L est également libre de rang s. En fait, toute classe de L/Ly posseéde un
représentant dans Fjy, un domaine fondamental fixé de Ly dans RL. Si FoN L
était infini, alors il existait une suite convergente (a,),

a, € Fy N L dont les membres sont deux a deux différents (car Fy est
contenu dans un ensemble compact). Mais alors L 3 a,, — a,4+1 — 0, et donc
L ne serait pas discret — contradiction.

L’¢étape essentielle de la preuve est a montrer que le rang de L est égal a
r, la dimension de H. Nous suivons ici les arguments plus ou moins original
de Dirichlet.

Il suffit & montrer que pour tout 0 # X\ € H~!' (I'espace dual de H) il
existe un € € O* avec A(Log(¢)) # 0.

Pour la preuve nous prolongons A a une forme linéaire, aussi notée \, sur
tout R“. Nous allons construire une suite de nombres 0 # a,, € O, tel que

IN(@,0))| <C

(ot C = (%) " \/ID]), et tel que

A(Log(a1)) < A(Log(az)) < A(Log(as)) < ....

Car I'ensemble d’idéaux aO avec N(aQO) < C est fini, il existe h > k tel
que ap = eay, pour un £ € O*, et par conséquence

A(Log((e)) = A(Log((an)) — A(Log((ax)) > 0.

Pour la construction des a,, nous remarquons dans un premier temps ce

qui suit : Poser
w(k) = Z erkir
TEA

pour k = (k,); € R Si k € RA tel que u(k) = logC, alors il existe un
0#a € O tel que

log|Tal < k-,
pour tout 7 € A (voir le premier théoréme de la section précédente). Il existe

alors une constante M qui ne dépend ni du choix des x, ni du choix de ce a
telle que

|IA(Log(1l®a)) — A(k)| < M.

En effet, soient ¢, des nombres réels tels que A((z;)) = >__c¢,x., alors on
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[A(Log(1 ® a)) — A(k)|
= | Z c-(log|ral — k)|

< Z |c7| [log [Tal — k|
Car Ng/g(a) > 1, i.e. p(Log(l®a)) >0, on a

e, log|rTal > — Z e log|7'al
T!'#ET

> — Z erky = ek — log C.
T'#ET

En résumant on a donc

A(Log(1 @ a)) = A()| <logC Y _|es| = M

Nous choisissons maintenant pour tout entier naturel n un x, € R4 avec
p(kn) =logC,  Aky,) =2nM

L’existence d'un tel k est justifié par le fait que H = Ker(u) et que A\ # 0
sur H, i.e. X\ et p sont linéairement indépendants. Puis nous choissons un
0 # a, € O tel que

A(Log(1® an)) — Alsn)] < M.
Nous avons donc
(2n — 1)M < A(Log(1l ® a,)) < (2n+ 1)M,

et ceci implique les inégalités désirées pour la suite des a,,. ]
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Chapitre 3

Exercices

EXERCICES a THEORIE DES NOMBRES 2000 — Feuille 1

Exercice 1. Soit L [l’ensemble des nombres complexes qui sont algébriques
sur Q. Montrer par calcul direct, que L est un corps. Montrer aussi que L
est algébriquement clos (et donc une cloture algébrique de Q).

Exercice 2. Soit K := Q(\/3,v/2). Montrer que [K : Q] = 6. Calculer le
polynéme minimale de o := /3 + /2. En déduire que K = Q(c).

Exercice 3. Déterminer le groupe d’automorphismes du corps Q(X).

Exercice 4. Montrer : Le corps Q et les corps F, ne possédent d’autres
automorphismes que [identité.

Exercice 5. Soit K = F,(X,Y) le corps des fonctions rationelles en deuz
variables avec coéfficients dans F,, soit k = F,(X?,Y?). Montrer que K/k
est une extension fini (de degré p?). Montrer que K n’est pas une extension
simple de k.

63



64 CHAPITRE 3. EXERCICES

EXERCICES a THEORIE DES NOMBRES 2000 — Feuille 2

Exercice 6. Soit K le corps de décomposition de x® — 2 sur Q. Déterminer
(K : Q, Gal(K/Q) et faire une liste de tous les corps intermédiaires Q C
L C K et des groupes Gal(K/L) associés.

Exercice 7. Soit Fy = {0,1,w,w?}. Calculer w + w*. De méme soit Fg =
{0, 1, w, w? w3, w, w®, wb}. Calculer w? + w?.

Exercice 8. Combien de polynomes irréductibles de degré 17 existe-il dans
Fy[z] ¢ (Indication Fy7 = Fyla] pour tout a € Fyr, a # 0,1, car 217 — 1 =
131071 est un nombre premier.)

Exercice 9. Soient k C k' des corps, soit f € k[x], et soient K et K' les corps
de décomposition de [ sur k et k' respectivement. Montrer que l’application

res : Gal(K'/k') — Gal(K/k),

définie par restriction sur K des k' -automophismes de K', est un morphisme
de groupes injectif

Exercice 10. Montrer : Soit K/k une extension qui est une réunion d’ez-
tensions galoisiennes de k. Alors K/k est galoisien.

Exercice 11. Déterminer les sous-groupes ouverts U de Z et les corps fizes
assocz’js FPU. (Ici on identifie Z ~ Gal(F,/F,) via lapplication s — F* du
cours.

Exercice 12. Montrer que Aut(Q/Z) = Z*.
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EXERCICES a THEORIE DES NOMBRES 2000 — Feuille 3

Exercice 13. Soit G un groupe fini soluble. (1) Montrer que tout sous-groupe
de G et toute image de G sous un homomorphisme est soluble. (2) Montrer
qu’il existe une suite de sous-groupes 1 = Hy C Hy C --- C H,, = G telle que
H;_ est distingué dans H; et telle que H;/H;_y est cyclique d’ordre premier.

Exercice 14. Déterminer des polynomes dans Q[z] d’ordre 3, 4 et 5 tels que
les corps de décomposition ont degré 3, 4 et 5 respectivement.

Exercice 15. Montrer que le groupe de Galois du corps de décomposition de
f =222 +2 sur Q est isomorphe au groupe symmétrique Ss.

Exercice 16. Résoudre par radicaux I'équation x> + 32> + 2 +1 = 0.

Exercice 17. Pour quelles o € [0, 27| est-ce que l'on peut faire une trisection
de l'angle o a régle et compas ¢

Exercice 18. Tout 2-groupe contient un sous-groupe distingué d’ordre 2.

Indication a 3. Par ’action sur les racines de f on peut identifier G’ avec un
sous-groupe de Ss. Or GG contient une transposition — parce que : combien
de racines complexes f possede-t-il? En plus, G agit transitivement sur les
racines — pourquoi ? Puis prouver ou admettre le fait : Le seul sous-groupe
de S5 qui agit transitivement sur les 5 chiffres et contient une transposition
est tout Ss. Ou bien, trouver un raisonnement totalement différent !

Indication a 6. Laisser agir le 2-groupe G sur GG par conjugaison, regarder la
formule d’orbite associée — qu’est-ce quelle implique pour l'ordre du centre ?

Evariste Galois (1811-1832), Niels Henrik Abel (1802-1829)
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EXERCICES a THEORIE DES NOMBRES 2000 — Feuille 4

Exercice 19. Pour quelles a € [0, 27] est-ce que l’on peut faire une trisection
de l'angle o a regle et compas ¢ Autrement dit, pour quelle o est-ce que le
nombre complexe exp(mig) appartient a ({0, 1, exp(mia)}) 7

Exercice 20. Montrer : a € Ok est une unité ssi le coéfficient constant du
polynome minimal f de a sur Z est égal a +1. (Indication : Ezprimer le
polynome minimal de 1/a en terme de f.)

Exercice 21. Montrer que OQ(\/E) est un anneau euclidien (et donc princi-
pal) pour D = —3,—4,—7,—11. Décomposer p = 541 en nombres premiers
dans Zl[i]. (Indication : Montrer que pour tous a,b € Ok, b # 0, il existe
¢, € Ok tels que a =bc+ 1 et N(r) < N(b).)

Exercice 22. Déterminer les unites de O pour les corps quadratiques imag-
inaires K (i.e. pour les corps K de degré 2 sur Q et a discriminant négatif).

Exercice 23. Déterminer une Z-base de O pour K = Q(v/2).

Le monument a I’honneur de
Carl-Friedrich Gauf8 (1777 — 1855)
et Heinrich Weber (1842 — 1913).
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EXERCICES a THEORIE DES NOMBRES 2000 — Feuille 5

Exercice 24. Déterminer le nombre des classes de Q(v/D) pour les discrim-
inants D = —15, —19, —23.

Exercice 25. Soit p := 20 + O(1 + v/=5) et q := 30 + O(1 + v/—=5) dans
O = Og(y=5)- Montrer que 20 =p-p et 30 = q-q. En déduire que p et q
sont premiers. Décomposez (14 +/—5)O en idéaux premiers.

Exercice 26. Montrer que O = Og/5) possede un nombre infini d unités.

Exercice 27. Montrer que 1, 0 et 5(0 + 6%) est une base du Z-module Ogp)
ou 03 —60—4=0.

Exercice 28. Soit O = Ok pour un corps de nombre K arbitraire. Montrer
que O/a est un anneau principal pour tout idéal a # 0. (Tout idéal de O/a
est de la forme b/a ot b est un O-idéal divisant a. Considérer dans un
premier temps le cas que a est une puissance d’un idéal premier p, prendre
un 7 € p \ p%, montrer que p¥ = On” + a.) En déduire que tout idéal de O
est engendré par deux éléments, i.e. qu’il est de la forme Oa + Ob avec des
a,b € O appropriés.

Les peres des idéaux
Richard Dedekind
(1831-1916) et

Ernst Eduard Kummer
(1810-1893)
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EXERCICES a THEORIE DES NOMBRES 2000 — Feuille 6

Exercice 29. Soit a = p|* - - - p' un idéal fractionnaire du corps des nombres
K (p; idéal premiers, nj € 7). Montrer que

N(a) = N(py)™ - N(p,)"".

(Indication : Appliquer le théoréme chinois et regarder les applications canon-

iques O/p™™ — O /p™.)

Leopold Kronecker (1823-1891)

Exercice 30. Soient a et b deuzr idéauxr entiers de O = Og. Montrer que
leurs DIP ne contiennet aucun idéal premier commun si et seulement si on
aa+b=0.

Exercice 31. Déterminer ['tmage de [’homomorphisme
N Jou) — Q-
Exercice 32. Calculer le discriminant de Q(e7 ).

Exercice 33. Calculer le discriminant de Q(0) ou 6 — 0 +1=0.
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EXERCICES a THEORIE DES NOMBRES 2000 — Feuille 7

Exercice 34. Déterminer les idéauz premiers B; de Q(us) tels que

31 =P, ---PB,.
Exercice 35. Calculer le symbole de Legendre (%).
Exercice 36. Soit K = Q(0) ou

0> —0+1=0.

Quelles sont les types de DIP dans K possibles pour un nombre premier
rationnel p. Pour chaque type donner un premier p comme exemple et dé-
composer explicitement dans K. (Comparer Ezx. 5 sur feuille 6.)

Exercice 37. Soit D le discriminant d’un corps quadratique. Montrer qu’il
existe un caractere de Dirichlet x modulo |D| tel que x(p) = %) pour tout
nombre premier impair p.

Exercice 38. Montrer que, pour tout entier rationnel n > 1, le nombre de
couples (x,y) € Z? tel que n = x*+xy~+y? est égal a 6 > djn (g) (Indication :
Réduire a une question sur la DIP de n dans l’anneau principal O@(\/jg).)

World :
Mathematical

matical Union (IMU)
(0
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EXERCICES a THEORIE DES NOMBRES 2000 — Feuille 8

Exercice 39. Montrer que linégalité vol(X) > 2"vol(L) du théoréme de
Minkowski est la meilleure possible. (Construire pour un L donné un ensem-
ble convexe et symétrique X tel que vol(X) = 2"vol(L) et qui ne contient que
le point 0 de L.)

Hermann Minkowski (1864 — 1909)

Exercice 40. Montrer que le nombre de classes de Q(v/5) est égal a 1.
(Indication : Reviser la preuve du cours du théoréme “Le groupe de classe

Ji /P est fini”.)

Exercice 41. Déterminer l'unité fondamentale ¢ > 1 de Q(v/5). (Indica-
tion : Quel est l'unité algebrique réelle quadratique la plus petite qui est > 1 )

Exercice 42. Construire quelques unités qui ne sont pas des racines d unités
dans le corps cyclotomique K := Q(u,,) (n # 1,2,3,4,6). Quel est le rang de
Oy ¢

Exercice 43. Soient a,b des nombres naturels qui ne sont pas des carrés
dans Q. Montrer qu’une unité fondamentale de Q(y/a) est aussi une unité

fondamentale du corps Q(y/a,/—b).

Exercice 44. Calculer le volume de
X={zeV:VreA: | \z|<c}

(Les notations sont comme dans la démonstration du premier théoréme de
la section “Finitude du groupe de classe”.)
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CC au MORj3 — Maitrise de Mathématiques Pures
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Soit F':= Q(C) ot ¢ est la racine d’unité 3ieme ¢ = exp(2mi/3).

Partie I : Soit a € F tel que Np/g(a) € Q**, mais a & F**, et soit K = Q(r)
ol r est une racine du polynome

f=12%—3ma — Trp/g(a) € Qz], m = ¢/Npjg(a), m > o

3 = a,alorsut = met f(ut+u) =

(1) Montrer : si u est un nombre tel que u
0.

(2) Montrer que u +u ¢ Q (Indication : Montrer [F(u) : F] = 3, puis
noter que si u+u € Q, alors [Q(u) : Q] < 2.)

(3) Déduire de (1) et (2) que f est irréductible sur Q. (Indication : Quelles
sont les 3 racines a, b, ¢ potentielles pour f 7 Montrer (z—a)(z—b)(z—c) = f.)

(4) Montrer que a ¢ Q. En déduire qu’il existe des nombres rationnels
x,y tels que ¢ = au® + .

(5) Montrer a l'aide de (4) : si v® = u® = a, alors v + v = h(u + ) pour
un polynéme h dans Q|zx].

(6) Déduire de (1) a (5) que K est une extension galoisienne de degré 3

sur Q.

Partie II : Soit réciproquement K une extension galoisienne de degré 3

sur Q.
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(1) Montrer que KF' est galoisienne sur Q. (Si K = Q(«), alors KF
désigne le corps Q(«, ().)

(2) Montrer que [KF : Q] = 6.

(3) Quels sont les groupes d’ordres 6 a isomorphismes pres? Lequel est
isomorphe a G := Gal(KF/Q)?

(4) Montrer (en utilisant les bons théoremes du cours sans répétition de
leurs preuves) qu'il existe un u € KF tel que u® € F et KF = F(u).
Désormais on fixe un tel u.

(5) Si G = Gal(K F/Q), décrire o(u) ou o parcourt G.

(6) Montrer que Np/g(a) € Q** ott a = u?* (Indication : on peut considérer
TI‘KF/Q(UE)).

(7) Montrer que K F = F(u) entraine K = Q(u + ).

(8) Calculer le polynome minimal de u + u sur Q.

Partie III : Soient u, v des nombres complexes non-nuls tels que u?,v% € F.
Montrer que F(u) = F(v) si et seulement si u3F** = v3F** ou v3F*® =
vOF*3. (Si F(u) = F(v) on pourrait étudier 'action de Gal(F(u)/F) sur u/v
et u/v?.)

Partie IV : Déduire des volets I a III que I'application

a — K, :=Q(r), r racine de - 31v/Npjgla) x — Trpjg(a)

induit une bijection entre les sous-groupes d’ordre 3 de N;}Q(Q*g) JF* et
I'ensemble des extensions galoisiennes de Q (et contenues dans C) de degré 3.

Partie V : Déterminer trois a € F' tels que les corps K, sont 2 a 2 différents.

Partie VI : Cette partie est indépendante des autres parties. D’aprés
le cours on sait O := Op = Z + Z%ji. Un exercice sur une des feuilles,
qui accompagnent le cours, a montré que O est principal ; en particulier tout
élément de O posséde une unique décomposition en nombre premiers (DNP).

(1) Montrer que y/—3 est un premier de O. Déterminer la DNP 3 dans O.

(2) Soit p # 3 un nombre premier rationnel. Montrer que soit p reste un
nombre premier dans O, soit il existe un premier 7 dans O tel que p = 77
est la DNP de p dans O. Dans le dernier cas montrer que 7 n’est pas associé
a 7. (Pour I'analyse des possibles DNP de p on pourrait appliquer Ng/q a
une décomposition p = mymy -+ - m,..)

(3) Soit @ € O avec une DNP de la forme a = z'z'2...7l (1 <
ti,t, ..., t, < 2, m, n'est pas associé a m; pour h # j). Supposons que
N(a) € Q**. Qu'est-ce que I'on peut conclure pour les 7, et les ¢, ?
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(4) Soit p # 3 un premier rationnel avec DNP p = 77 dans O. Montrer

1+v/=3

que p = 1 mod 3. (Ecrire 7 = x + y=—"

en terme des z,y.)
On admet la preuve du fait qu’un premier rationnel p reste premier dans O
si et seulement si p = 2 mod 3.

avec des entiers x,y, exprimer p

Partie VII : Déduire des volets IV et VI que m + Q(r), ot  est une racine
de 2* — 3m x — Trp/g(a) avec un a € F tel que Npjg(a) = m?, définit une
bijection entre ’ensemble des nombres naturels m sans facteur carré et qui
contiennent seulement des premiers p = 1 mod 3 et I’ensemble des extensions
galoisiennes de degré 3 sur Q (et dans C).

Le baréme pour les 7 parties est 9+ 12+ 3+ 3+ 3+ 8+ 2 = 40 sur 30.
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