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1 Einleitung

Kodiert werden Informationen seit der Mensch in der Lage ist, zu kommunizie-
ren. Sei es das einfache bestitigende Nicken als Antwort auf eine Frage, oder
auch komplexe Gebirdensprache. Bedeutungen werden in Signale umgewandelt
und iibertragen. Der Empfiinger! interpretiert die Signale und versteht so wieder

die Bedeutung. Dieses Konzept ist schon lange in Gebrauch.

Erstaunlich ist nur, dass kaum jemand Notiz davon nimmt. Mit manchen Themen
setzt man sich scheinbar erst auseinander, wenn sie Probleme aufwerfen. Kom-
munikation existiert und funktioniert. Warum soll man sich also damit aufhalten,

die Eigenschaften im Detail zu analysieren?

Interessant geworden sind diese Details erst, als man technischen Geriten bei-
bringen wollte, miteinander zu kommunizieren. Anfangs musste jeder hierbei
auftretende Fehler von Menschen erkannt werden. Eine Korrektur wurde oft nur
dadurch erreicht, dass man einen Vorgang solange wiederholt hat, bis man keinen

Fehler mehr erkennen konnte.

Die Datenmengen sind seit der Zeit geradezu explodiert, so dass eine manuelle
Uberpriifung iiberhaupt nicht mehr moglich ist. Auch kann man es sich zeitlich
nicht mehr erlauben, Arbeitsschritte mehrfach durchzufiihren. Also verarbeitet
man die Daten nicht mehr roh, sondern benutzt Kodierungen, die ein Gerét in

die Lage versetzen, Fehler eigenstindig zu erkennen, oder zu korrigieren.

! Allgemeine Personenbezeichnungen gelten immer fiir die ménnliche und weibliche Form.



Heute findet man Kodierungen iiberall in der Technik. Sei es Telekommunika-
tion, digitales Fernsehen oder Weltraummissionen. Selbst Datentriger wie Fest-

platten oder CDs benutzen intern Fehler-korrigierende Kodes.

Die Mathematik bringt immer bessere und effizientere Kodierungen hervor. Da-
bei bedient sie sich einer vergleichsweise hohen Anzahl von Teilgebieten, so dass
eine breitgefdcherte mathematische Bildung notwendig ist, um Kodierungen zu
verstehen. Die Erklidrungen sind oft sehr abstrakt gehalten, was das Verstindnis

zusitzlich erschwert.

Und das ist genau der Punkt, an dem die hiermit vorliegende Arbeit ansetzt.
Bestehende und in der Lehre verbreitete Kodierungen werden in einem ersten
Schritt formal erklart, um anschlieBend in einem zweiten Schritt mit Hilfe von

Visualisierungen greifbar und erfahrbar gemacht zu werden.

Technisch realisiert wird das Vorhaben mit dem Softwarepaket Sage, welches
bereits in der Lehre an der Universitit Siegen Verwendung findet. Die Bedie-
nung erfolgt tiber ein Web-Interface. Sage arbeitet mit der Programmiersprache

Python, so dass sich auch komplexere Programme komfortabel umsetzen lassen.

Mit dem Kapitel Grundlagen und Notationen wird der Grundstein fiir die weite-
ren Betrachtungen gelegt. Erldutert werden basale Eigenschaften von Kodierun-
gen sowie verschiedene Notationen, die im Verlauf der Arbeit benutzt werden.
Alle verwendeten Definitionen und Notationen entsprechen in der Kodierungs-
theorie weit verbreiteten Konventionen und lassen sich daher in vielen Quellen
finden. Die Zusammenstellung orientiert sich an den Bediirfnissen der nachfol-

genden Programmierung und erhebt keinerlei Anspruch auf Vollstdndigkeit.

Nachdem die Grundlagen beschrieben worden sind, folgen konkrete Kodierun-
gen. Die erste Kodierung ist die ISBN. Sie ist genau so prominent wie unbekannt.
Jeder weil}, wo eine ISBN zu finden ist, aber kaum jemand ist sich der tatsdchli-
chen Eigenschaften bewusst. Landlaufig hilt man sie fiir eine fortlaufende Num-
mer, die sich nur dadurch auszeichnet, zentralisiert und international einheitlich

fiir die Kennzeichnung von Biichern vergeben zu werden.



AnschlieBend folgt ein umfangreicheres Programm, das den Vergleich verschie-
dener linearer Codes erlaubt. Konkret werden H; und GG93, sowie deren Erweite-
rungen thematisiert. Was es genau damit auf sich hat, werden wir im angespro-

chenen Kapitel erarbeiten.

Als Abschluss der Arbeit wird eine Nachbetrachtung formuliert, bei der sowohl
Stédrken als auch Schwichen sowie Potentiale fiir zukiinftige Erweiterungen aus-

fiithrlich beschrieben werden.



2 Grundlagen und Notationen

Eine Nachricht wird von einem Sender zu einem Empfinger durch einen Kanal
gesendet. Die Nachricht besteht aus Wortern, die iiber einem endlichen Alphabet
A gebildet werden. Elemente von A heilen Symbole. A* bezeichnet die Menge
aller Worter iiber einem Alphabet A und A™ die Menge aller Worter iiber dem
Alphabet A mit der Lédnge n.

Innerhalb des Datenkanals benutzt man Worte, die iiber einem endlichen Al-
phabet X gebildet werden. Die Mengen ¥* und X" sind analog zu A* und A"
definiert. Die Bezeichnungen orientieren sich an den Ausfithrungen von Matthes

(vergleiche [RMO03, S.198]).
Definition 2.1. ([RMO03, S. 198]) Eine injektive Abbildung
C:A—=¥"

heifst Kodierung.

Nach Matthes (Siehe [RMO3, S. 198]) geniigt es, die Abbildung fiir Symbole zu
definieren, da diese aneinandergereiht die Nachricht ergeben. C'(A) heiit Code,
die Elemente des Codes Codewdrter. Haben alle Codeworter die Linge n, han-

delt es sich um einen Blockcode der Linge n.

Ein Empfianger muss empfangene Worter decodieren, um wieder die Nachricht
zu erhalten. Matthes beschreibt in diesem Zusammenhang (Vergleiche [RMO3,

S. 201]), dass Worte, die durch die Ubertragung verfilscht worden sind, zunichst



durch eine passende Fehlerkorrektur wieder in ein Codewort iiberfiihrt werden.
Jedes Wort wird durch das nichst gelegene Codewort ersetzt. Diese Vorgehens-
weise nennt er maximum-likelihood-Methode. Da die Kodierung injektiv ist,
lasst sich von einem Codewort eindeutig auf ein Symbol schlieen und so die

Nachricht erhalten.

Wir bendtigen fiir die maximum-likelihood-Methode einen Abstand zwischen
Wortern, um entscheiden zu konnen, welches das nichst gelegene Codewort ist.

Genau wie Matthes ([RMO03, S.201]), wihlen wir dafiir den Hamming-Abstand.

Definition 2.2. ([RMO03, S.210]) Seien a,b € X", wobei a = a; ...a, sowie
b=0b;...0, ist. Dann heif3t

d(a,b) = #{ila; # b;}
Hamming-Abstand von a und b.

Satz 2.3. ([RMO03, S. 211]) Der Hamming-Abstand ist eine Metrik.

Beweis: ([RMO3, S. 211]) Zu zeigen sind die drei Metrikaxiome:

1. d(a,b) = 0 genau dann, wenn a = b ist.

2. d(a,b) =d(b,a)

3. Es gilt die Dreiecksungleichung. Das heif3t, fiir drei Worte a, b und c ist
d(a,c) < d(a,b) 4+ d(b,c).

Zu 1.: Zwei Worte sind genau dann gleich, wenn sie in jedem Buchstaben iiber-

einstimmen.

Zu 2.: Nach Definition 2.2 ist d(a, b) = #{i|a; # b;}. AuBerdem ist a # b genau
dann, wenn b # a ist. Damit ist also #{i|a; # b;} = #{i|b; # a;}. Weil auch
#{i|b; # a;} = d(b, a) ist, gilt insgesamt, dass d(a, b) = d(b, a) ist.

Zu 3.: Das Wort a unterscheide sich von b an k Stellen, das Wort b seinerseits
von ¢ an [ Stellen. Das Wort ¢ kann sich dann von ¢ an hochstens & + [ Stellen

unterscheiden. [l



Durch Kodierung lésst sich eine bestimmte Anzahl von Fehlern erkennen, ein
Teil davon sogar korrigieren. Die Korrektur selbst kann jedoch auch fehlerhaft

verlaufen, wie wir noch zeigen werden.

Definition 2.4. ([RMO03, S. 211)) Fiir einen Code C heif3t
dc :=min{d(a,b) |a,b € C,a#b}

der Minimalabstand von C.

Nach Matthes ([RMO03, S. 211]) lassen sich zu jedem Codewort a @hnliche Worte
finden, die sich an bis zu r Stellen von a unterscheiden. Sie bilden Kugeln um «a

mit dem Radius r, die wie folgt definiert sind:
K, (a) :={w € ¥"d(w,a) <r}

Der Radius sei so gewdhlt, dass zwar moglichst viele Elemente, aber keine wei-
teren Codeworte in der Kugel enthalten sind. Fiir diesen Fall gilt also r = d¢-—1,

wobei d¢ den Minimalabstand des Codes C' bezeichnet.

Der Mindestabstand d- gibt an, wie viele Verdnderungen an einem Codewort
mindestens notig sind, um ein weiteres Codewort zu erhalten. Treten weniger als
dc viele Verdnderungen auf, handelt es sich also entweder um das unverinderte
Codewort, oder um kein Codewort mehr. Dies gilt sicher fiir bis zu d- — 1 Fehler
in einem Block. Fiir mehr Fehler ist nicht ausgeschlossen, dass es sich um ein

anderes Codewort handelt. C' heiflit daher d- — 1 Fehler-erkennend.

Fiir die Korrektur von Fehlern suchen wir zu einem empfangenen Wort das Co-
dewort, welches den geringsten Hamming-Abstand hat. Dazu bilden wird in An-
lehnung an Matthes ([RMO3, S. 212]) um die Codeworte Kugeln mit Radius
L%j . Die Kugeln sind disjunkt, da ein Wort w, das in zwei verschiedenen Ku-
geln liegt, zu zwei verschiedenen Codeworten ¢; und ¢, einen Abstand < L%J
haben miisste. Das kann jedoch nicht sein. Die Dreiecksungleichung fiir den
Hamming-Abstand besagt, dass d(c;, ¢o) < d(c1, w) + d(w, ¢y) ist. Wir betrach-

ten ohne Beschrinkung der Allgemeinheit den Fall, dass dc = d(cy,¢2) und

damit de < d(cy,w) + d(w, ¢y) ist.



Gleichzeitig ist d(c;,w) < [952] < 9=t und d(w, ;) < [9] < de=t
Setzt man dies in die Dreiecksungleichung ein, ist damit insgesamt do < deo — 1
und der Widerspruch gezeigt. Wihlt man einen Radius > L%j gilt fiir die
Dreiecksungleichung mindestens die Gleichheit. Damit ist der Radius L%J

maximal, wenn die Kugeln disjunkt sein sollen.

Liegt ein Wort nun innerhalb einer dieser Kugeln, ist es damit per Definition auch
dem zur Kugel gehérenden Codewort am néchsten gelegen und folglich dadurch
zu ersetzen. Durch diese Methode lassen sich bis zu L%J Fehler korrigieren.

C heiBt entsprechend | %<~ | -Fehler-korrigierend.

de—1

Treten mehr als | “

| Fehler auf, kann einer von zwei Fillen auftreten. Entwe-
der verschiebt sich das empfangene Wort in die Kugel eines anderen Codeworts,
oder es liegt auBerhalb von allen Kugeln. Im ersten Fall wird es einem falschen
Codewort zugeordnet. Die Korrektur erzeugt somit einen Fehler. Der zweite Fall

lasst sich nicht entscheiden. Es hingt von der jeweiligen Implementierung des

Decoders ab, wie mit dem Problem umgegangen wird.

Definition 2.5. ([RMO3, S. 213]) Ein Blockcode mit ungeradem Mindestabstand
do = 2e + 1, bei dem die Vereinigung paarweise disjunkter Kugeln | . K.(a)
eine Uberdeckung von X" ist, heif3t perfekt.

Bei einem perfekten Code kann jedes empfangene Wort eindeutig einem Code-
wort zugeordnet werden. Damit kann der zweite der zuvor beschriebenen Fille
nicht auftreten, weil es keine Worte aullerhalb der Kugeln gibt. Auf diese Eigen-

schaft werden wir spéter nochmal zurtickkommen.



3 ISBN-Code

ISBN steht fiir International Standard Book Number. Es gibt verschiedene Ver-
sionen. Wir betrachten hier die bis 2006 iibliche mit 10 Zeichen. Die Priifsumme

ergibt sich aus einer gewichteten Quersumme der ersten neun Ziffern.

Die ISBN ist eines der am hdufigsten benutzten Beispiele fiir einen Priifziffer-
Code. Sie dient vor allem der Fehlererkennung. Eine Korrektur ist im Allgemei-
nen nicht vorgesehen. Dennoch ist es interessant, die einzelnen Moglichkeiten
der ISBN zu erleben. Die iltere Version hat den Vorteil, dass sich die einzelnen
Ziffern in der Berechnung leichter wiederfinden lassen, was eine Visualisierung

begiinstigt. Das ist der Grund fiir die Verwendung der veralteten Version.



3.1 Definition und Eigenschaften

Definition 3.1. ISBN-10 ([DIN ISO 2108])

9
C:={(ar,...,a10)| Y i-a;=ap mod1l};  a;€{0,1,...,9 X}
=1

a1 bis ag enthalten Informationen zu dem betreffenden Buch. a;q ist eine Priif-
ziffer, die wie in der Definition angegeben berechnet wird. Sollte fiir a;, der Wert

10 berechnet werden, wird dieser durch ein X dargestellt.

Korollar 3.2. ([SHO8]) C' hat den Mindestabstand zwei.

Beweis: ([SHO08]) Es lassen sich Elemente finden, so dass der Hamming-Abstand

zweier Codeworte zwei betrigt. Beispielsweise:

Der Mindestabstand betrigt also zwei oder weniger. Die Annahme, dass do = 1
ist, fiihrt zum Widerspruch. Seien a,b € C' mit d(a,b) = 1. Dann gibtesi-x = 0
mod 11, wobei i die Gewichtung der abweichenden Ziffer und = = |a; — b;| die
Abweichung ist. Da per Definition ¢ > 0 und = # 0 sind, muss gelten: 11|i - z.
Sowohl ¢ als auch x sind per Definition beide kleiner als 11. Da 11 eine Primzahl
ist, kann die Primfaktorzerlegung von 7 - z sie nicht als Primfaktor enthalten. Der

Widerspruch ist gefunden und somit gezeigt, dass do = 2 ist. U

Der ISBN-10-Code ist do — 1 = 1 Fehler-erkennend und kann im Allgemeinen

do—1

-—] = 0 ist. Maximal eine unbekannte Ziffer

keine Fehler korrigieren, da |

lasst sich mit der folgenden Kongruenz berechnen:

ajz(—Zz'-%)-j_l mod 11; jedl,...,10}

i=1
i#]

10



Satz 3.3. Die Vertauschung zweier aufeinanderfolgender Ziffern einer ISBN-10

ldsst sich anhand der Priifziffer sicher erkennen. ([SS06])

Beweis: ([SS06]) Sei (cy, ..., c10) € C. Nach Definition gilt also:
l-cir+...4+9-¢cg=ci9g mod 11

Zu zeigen ist, dass sich durch Vertauschen zweier beliebiger aufeinanderfolgen-
der Ziffern die Priifziffer dndert. Es gelte ¢; # ¢;, 1, da eine Vertauschung sonst

sinnlos wire. Die Kongruenz fiir die Priifsumme mit vertauschten Ziffern lautet:
liey+...+i-c+(@+1)-¢i+... +9-c9=c0 mod 11.
Durch ergénzen und abziehen von ¢; ldsst sich die Kongruenz umformen zu
leecr+... 49 ¢co+c¢i—cip1 =cyp mod 11.
Nach Definition ist also
c10+ ¢ — ¢ip1 = c;9p mod 11.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢; — ¢;;1 Z 0 mod 11 ist. ¢; und ¢;,; konnen Werte
zwischen 0 und 9 annehmen und es gilt nach Voraussetzung c¢; # c;;1. Die Dif-

ferenz kann also weder 0 noch ein Vielfaches von 11 ergeben. Die Priifziffer ist

in jedem Fall unterschiedlich und somit der Fehler sicher erkennbar. U

11



3.2 Visualisierung

Das primire Ziel ist es, speziell die Korrekturmoglichkeiten der ISBN erfahrbar
zu machen. Anders als die sonstigen Informationen etwa iiber den Verlag oder
den Buchtitel hingen diese mit der verwendeten Priifziffer zusammen, sind also

im Zusammenhang mit Kodierungen von Interesse.

Wie bereits im letzten Abschnitt beschriebenen, erkennt man anhand der Priifzif-
fer, wenn eine Ziffer falsch ist oder zwei aufeinanderfolgende Ziffern vertauscht
sind. Dariiber hinaus ldsst sich eine unbekannte Ziffer berechnen. Zu Beginn der
Visualisierung werden diese Eigenschaften neben der Definition dem Benutzer

mitgeteilt. Dabei wird die in der Definition enthaltene Kongruenz

9
Zz’-ai =ayp mod 11

=1

zugunsten der Lesbarkeit abgewandelt. Zunichst bringt man sie auf die Form:
9
—1~a10+2i~ai50 mod 11,
i=1

das heif3t .
IO-alo—i—Zi-aiEO mod 11,

=1

und damit
10

Zz’-ai =0 mod 11.

i=1
Der Vorteil an dieser Schreibweise ist, dass der Benutzer direkt sehen kann, ob es
sich um eine giiltige ISBN handelt, ohne wirklich rechnen zu miissen. Wenn die
gewichtete Quersumme kongruent 0 mod 11 ist, handelt es sich um eine giiltige

ISBN. Bei einem Ergebnis nicht kongruent 0 mod 11 ist die I[SBN ungiiltig.

Damit der Benutzer erfahren kann, welche Korrekturmoglichkeiten die ISBN
bietet, kann er eine solche frei eingeben. Die Inhalte der ISBN sind dabei nicht
von Bedeutung. Es wird also nicht darauf eingegangen, welches Land oder wel-
cher Verlag ein Buch mit einem bestimmten Titel herausgegeben hat. Ausgaben

beschrinken sich rein auf die Korrekturleistung.

12



Mit seinen Eingaben kann der Benutzer vier verschiedene Zustinde erreichen.
Den Ersten durch Eingabe einer korrekten ISBN. Der Einfachheit halber wird
eine solche ISBN bereits beim Start vorgegeben. Abbildung 3.1 zeigt den Start-
bildschirm des Programms. Die gezeigte Nummer kann der Benutzer abindern,

um die verschiedenen Eigenschaften zu testen.

[SBN 3-446-22431-9

Es handelt sich um eine giiltige ISBN, da

1-3+2-4+3-4+4-6+-5-2+6-24+7-4+-8-3+-9-1+10-9=0mod 11

Abbildung 3.1: Giiltige ISBN

Der zweite Zustand des Programms wird erreicht, wenn es sich bereits dem For-
mat nach nicht um eine giiltige /SBN handeln kann (Abbildung 3.2). Die Ein-
gabe muss abziiglich der Bindestriche zehn Zeichen lang sein und darf nur aus
zuldssigen Zeichen bestehen. Dies sind Ziffern 0 bis 9, sowie die Sonderzeichen
X und . GroB- oder Kleinschreibung wird bei Buchstaben ignoriert. Die Feh-
lerausgabe erfolgt bewusst nicht differenziert, da ein zu starkes Eingehen auf

Formalititen von der eigentlichen Thematik, der Priifziffer, ablenkt.

ISBN Invalid String

Ungiiltiges Format!

Abbildung 3.2: Ungiiltiges Format

Stimmt zwar das Format, nicht jedoch die enthaltenen Werte, erzeugt man da-
durch den dritten Zustand des Programms. Farblich abgesetzt wird kenntlich ge-
macht, dass ein Fehler vorliegt (Abbildung 3.3). Abweichend von der Definition
ergibt die gewichtete Quersumme der Ziffern einen Wert x # 0 mod 11. Die
farbliche Kennzeichnung vereinfacht es dem Benutzer, den Fehler wahrzuneh-

men, da sich Zustand eins und drei auf den ersten Blick sehr dhnlich sehen.

13



ISBN 3-446-22431-7

Die ISBN enthdlt einen Fehler, da

1-3+2-44+3-4+-4-6+5-2+6-2+7-4+8-34+9-1+10-T=2mod11l

Abbildung 3.3: Priifsumme fehlerhaft

Weil man bei der Erkennung von Fehlern nicht zwischen der Vertauschung zwei-
er benachbarter Ziffern oder einer einzelnen falschen Ziffer differenzieren kann,

werden beide Fehler zusammen dargestellt.

Mit den drei bisherigen Zustinden, kein Fehler, Format-Fehler und inhaltlicher
Fehler, ldsst sich die Funktionalitidt der ISBN bereits iiberpriifen. Als potentiel-
le Service-Leistung wird die Berechnung einer unbekannten Ziffer hinzugefiigt.
Wie in der Bedienungsanleitung angegeben, darf genau eine Ziffer durch einen
Stern (x) ersetzt werden. Zwei oder mehr Sterne gelten als Format-Fehler. Besti-

tigt man die Eingabe, berechnet das Programm die unbekannte Ziffer.

[SBN 3-446-22431-"

Betrachte die Kongruensz:
1-3+2-44+3-4+4-64+5-24+6-2+-7-4+-8-3+9-14+10-a=0mod 11
Lésung: a = 9

Die wollstdndige ISBN lautet: 3-446-22431-5

Abbildung 3.4: Berechnung einer unbekannten Stelle

In Abbildung 3.4 sieht man eine ISBN, deren letzte Ziffer durch einen Stern (x)
ersetzt worden ist. AnschlieBend wird der Ansatz fiir die Berechnung sowie das

Ergebnis ausgegeben.

14



3.3 Programmierung

In diesem Abschnitt wird zundchst der Aufbau der Benutzeroberflache sowie der
grobe Ablauf des Programms beschrieben. Anschlieend erfolgt eine Erldute-

rung der einzelnen Funktionen anhand eines skizzierten Quellcodes.

Wie bereits auf den Screenshots zu sehen ist, besteht die Benutzeroberfliche aus
einer Eingabezeile sowie einem Textfeld fiir die Ausgabe von Ergebnissen. Die

Eingabe wird erst nach Driicken der ENTER-Taste ausgewertet.

Listing 3.1 zeigt den Programm-Code in skizzierter Form. Das heil3t, nicht gut
druckbare Inhalte sind durch Kommentare ersetzt. Urspriinglich im Code enthal-

tene Kommentare fehlen.

Die interaktive Funktion validate_isbn (Listing 3.1, Zeile 50) steuert den
Ablauf des Programms. Wenn es sich um einen korrekt formatierten String han-
delt, erfolgt anschlieBend die inhaltliche Auswertung. Enthilt er einen Stern,
wird die so als unbekannt gekennzeichnete Ziffer berechnet. Rechenansatz und

Losung werden ausgegeben.

Ist kein Stern enthalten, muss die ISBN inhaltlich bewertet werden. Die Zahlen-
werte werden anhand der Definition auf Richtigkeit hin {iberpriift. Der jeweils

zutreffende Fall wird vom Programm ausgegeben.

Das Programm durchléduft bei jeder Eingabe die gleiche Kette von Fallunter-
scheidungen. Betrachten wir im Folgenden die einzelnen Funktionen, welche im

Zuge dessen aufgerufen werden kénnen.

Die Funktionen check_format (Listing 3.1, Zeile 1) nimmt als Parameter einen
ISBN-String auf. Die einzelnen Eigenschaften werden schrittweise abgepriift.
Sobald ein Fehler festgestellt wird, bricht die Uberpriifung ab und gibt false
zuriick. Der String muss ohne Bindestriche exakt 10 Zeichen lang sein. Zuléssige
Zeichen sind: " 07, ... , "97,’x’,’x’, "« Er darf hochstens einen Stern (x)

enthalten. Nur wenn kein Fehler aufgetreten ist, wird t rue zuriickgegeben.

15



printDef(isbn, result) (Listing 3.1, Zeile 14) dient lediglich der Ausgabe.
Durch String-Operationen wird aus den Parametern ein HTML-Output nach dem
folgenden Muster erzeugt:

3 — 446 — 22431 — 9, result

g

~

1-34+24+3-44+4-6+5-24+6-2+7-44+8-34+9-1+10-9 = result mod 11

Dabei wird auch die Funktion getNumber (Listing 3.1, Zeile 18) verwendet.
Mit einfachen Fallunterscheidungen liefert sie fiir die Darstellung der Kongru-
enz geeignete Zeichen. Ein X wird dabei als 10 und ein Stern als a dargestellt.
Die iibrigen Zeichen werden durch ihren Integer-Wert ersetzt. Es ist hierbei zu
beachten, dass keinerlei exception-handling stattfindet. Durch den Kontext ist

allerdings gewdhrleistet, dass es sich um giiltige Zeichen handeln muss.

Um die Priifsumme aus einem ISBN-String zu berechnen, gibt es die Funktion
getChecksum (Listing 3.1, Zeile 26). Sie berechnet die gewichtete Quersumme
des iibergebenen Strings und gibt das Ergebnis mod 11 zuriick. Hierbei wird
auf die Funktion getNumber zuriickgegriffen. Dadurch wird der Fall abgedeckt,
dass die Priifsumme als X dargestellt wird. Ein reiner typecast char — int schlagt
in diesem Fall sonst fehl. Auch hier ist iiber den Kontext gesichert, dass das

passende Format vorliegt und sich die Priifsumme somit berechnen ldsst.

Die Funktion getUnknownValue dient zur Berechnung einer unbekannten Zif-
fer. Sei j der Index des Sterns im von Bindestrichen befreiten ISBN-String. Es
wird die gewichtete Quersumme der bekannten Ziffern berechnet und damit die
bereits beschriebene Kongruenz gelost:

10

ajE<—Zi-ai>-j_1 mod 11;  je{1,...,10}

=1

i#j
Sollte das Ergebnis dem Wert 10 entsprechen, erfolgt die Riickgabe von X an-

stelle des Zahlenwertes.
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

Listing 3.1: ISBN (Skizzierte Fassung)

def

def

def

def

check_format(isbn):
isbn = isbn.replace(’'-",’")
if len(isbn) <> 10:
return false
for i in range(9):
if isbn[i] not in # giiltige Zeichen:
return false
if isbn[9] not in # giiltige Zeichen:
return false
if isbn.count(’*") > 1:
return false

return true

printDef (isbn, result):
# Schreibt die ISBN—Definition

# mit dem iibergebenen Ergebnis

getNumber(ziffer):
if ziffer == "X’ or ziffer == ’"x’:
return 10
elif ziffer == "' :
return ’'a’
else:
return int(ziffer)
getCheckSum(isbn):
isbn_number = isbn.replace(’-","")
result = 0

for i in range(10):
result += (i+1)*getNumber(isbn_number[i])

return result % 11
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34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65

def getUnknownValue (isbn):

isbn = isbn.replace(’'-",’")
index = isbn.find(’*")
result = 0
numbers = range(10)
numbers.remove (index)
for i in numbers:
result += (i+1) *x int(isbn[i])
value = Mod(—result,11) / (index+1)
if value == 10:
return X’
else:
return value
@interact
def validate_isbn(isbn=input_box (...)):

if check_format(isbn) == False:
html(’Ungliltiges Format!’)
else:
if isbn.count(’*") == 1:
value = getUnknownValue (isbn)
html(’Betrachte die Kongruenz: \n’)
printDef (isbn,’0’)
html(’\nLo6sung: a = ' + str(value) )
# Ausgabe der vollstdndigen ISBN
else:
if getCheckSum(isbn) == 0:
# Ausgabe: Giiltige ISBN (mit Begriindung)
else:

# Ausgabe: Ungililtige ISBN (mit Begriindung)
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4 Lineare Codes

In diesem Kapitel geht es um die Darstellung linearer Codes. Konkret um den
Hamming-Code (H7), den Binary Goley Code (G23), sowie die jeweiligen Erwei-
terungen Hg und Gy4. Ein Grund, dass gerade diese Codes ausgewéhlt werden,

ist unter anderem ihr hoher Bekanntheitsgrad.

Die Grundidee ist ein Leistungsvergleich von H; und G»3. Es bietet sich an, die
jeweiligen Erweiterungen Hg und G4 in die Betrachtungen miteinzubeziehen.
So kénnen Lernende zusitzlich erfahren, wie eine Ubertragung durch Erweite-

rung des verwendeten Codes beeinflusst wird.

Zunichst definieren wir lineare Codes und beschreiben deren Eigenschaften.
Beispiele ergeben sich im Zuge der anschlieenden Visualisierung und Program-

mierung, so dass sie vorher entfallen.
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4.1 Definitionen und Eigenschaften

Definition 4.1. ([SHOS8)) Ein linearer Code ist ein Untervektorraum von F”, wo-

bei I, ein endlicher Korper mit ¢ = p® (p ist eine Primzahl) Elementen ist.

Ein linearer Code mit Lange n und Dimension k wird notiert als [n, k|, — C'ode
beziehungsweise als [n, k, d], — C'ode, wenn der Mindestabstand d¢ = d eben-

falls angegeben werden soll.

Korollar 4.2. ([SHO8]) Ein [n, k, d],-Code ist genau dann perfekt (siehe Defini-

tion 2.5), wenn seine Parameter die folgende Gleichung erfiillen:
N ORE
Beweis: ([SHO8]) Wir haben bereits vorher gezeigt, dass
U a1 (0)
ceC
disjunkt ist. Als Menge von Elementen aus Fj ist auch
U K aa(e) CFy.
ceC
Zu zeigen bleibt also, dass beide Mengen genau dann gleich méchtig sind, wenn
sie die Gleichung erfiillen. Da die Vereinigung disjunkt ist, gilt
|UKH 1J |— |O‘ |KLd 1)( )|
ceC

Wir wissen, dass |C| = ¢* und damit gilt:
(C] 1K | (0)] = ¢" - [ 4 ().

Jede Kugel enthilt alle Elemente, die sich an bis zu [%j Stellen vom zugeho-
rigen Codewort unterscheiden. Dafiir gibt es (7;) mogliche Kombinationen von
abweichenden Stellen, wobei ¢ die Anzahl der abweichenden Stellen ist. Fiir jede
Stelle gibt es ¢ — 1 abweichende Moglichkeiten, also (%) - (¢ — 1)* Elemente, die

sich an 7 Stellen von ¢ unterscheiden.
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Insgesamt ist also

Kt (0)] = L:i: (7) -y

und damit dann

145

U Kz (0)l = " i@ <ZL> (g — 1)

ceC
Auf der anderen Seite ist [Fy| = ¢". Es gilt also
B

_ n k n i __.mn
‘UKL%J(C”_’Fq‘ genau dann, wenn ¢ Z (i>.(q—1) =q",

ceC =0

womit die Behauptung gezeigt wire. U

Da ein Datenkanal in der heutigen Zeit normalerweise bindr arbeitet, wihlen wir

fiir die weiteren Betrachtungen als Kanal-Alphabet > = [Fs.

Notation: [, : Menge der Zeilenvektoren
Ixr .
[, : Menge der Spaltenvektoren

[, " : Menge der n x r Matrix

Fiir die folgenden Definitionen sei C' C [F% ein linearer Code und & = log, |C|.

Definition 4.3. ([SHO8]) Eine Erzeugermatrix von C' ist eine k x n-Matrix G, so
dass C = {a-Gla e F5} =TF5 -G

Definition 4.4. ([SHO8]) Eine Kontrollmatrix von C' ist eine (n — k) x n-Matrix
H, so dass C = {a € F§|H - o' = 0}

Definition 4.5. ([RMO03, S. 223]) Das Gewicht w(c) eines Codewortes ¢ € C' ist

die Anzahl der von 0 verschiedenen Komponenten von c.

Definition 4.6. ([SHOS8]) Fiir einen linearen Code C' C F% heifit

we(z) = Z ()

ceC

der Gewichtszihler.
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Satz 4.7. ([SHOS8]) Fiir eine abelsche Gruppe A gilt d(x + t,y +t) = d(z,y)
fiir alle z,y,t € A".

Beweis: ([SHO8]) Nach Definition 2.2 ist d(x +t,y+t) = #{i|z; +t # y;, + t}.

Weiter ist #{i|z; + ¢ # y; +t} = #{ilz; # y;} und #{ilz; # y;} = d(z,y).
Insgesamt ist also d(z + ¢,y + t) = d(x,y). O

Satz 4.8. ([SHO8]) Ist A eine abelsche Gruppe und C C A" eine Untergruppe,
so gilt

de = we, mit we = rnelgl(w(x))
z#0

Beweis: ([SHO8]) Wir betrachten {d(z,y) | z,y € C,x # y}. Nach Satz 4.7 ist

{d(z,y) |z, yeCix #yt={dlx—y,y—y) |z, y €C,x #y}

und damit auch

{d(z,y) |z,y € Cx #y} ={d(x —y,0) | 2,y € C,x # y}.

d(x — y,0) entspricht genau der Anzahl von 0 verschiedener Komponenten von

x — vy, also dem Gewicht (Siehe Definition 4.5) der Differenz und damit ist

{d(z,y) |z, y e C,x £y} ={w(z) | z € C,z #0}.

Sind die Mengen gleich, so haben sie auch das gleiche Minimum. Damit gilt
also, dass

do = ggl,le% d(z,y) = IEIGICHW(Z) = we
TH#yY z2#0

ist. O

Definition 4.9. ([SHO8]) Sei C' C I} ein Code. Dann heif3t

n+1
C:={(c,a) e F ce C, a el Zci =0 mod 2} C Fy*!

i=1

Erweiterung von C.
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Satz 4.10. ([SHO8]) Fiir geraden Minimalabstand d¢ ist ds = dc und fiir unge-

raden Minimalabstand dc ist ds = dco + 1.

Beweis: ([SHO8]) Zu einem ¢ € C kann entweder eine 0 oder 1 hinzugefiigt
werden, damit (c, 0) oder (¢, 1) ein Element von (' ist. Der Minimalabstand von

C kann dadurch nicht kleiner als dc und auch nicht groBer als do + 1 werden.

Betrachten wir zundchst den Fall, dass der Minimalabstand von C' gerade ist. Sei
c € Cmitw(c) = de.Dannistw((c,0)) =0 mod 2undw((c,1)) =1 mod 2.
In einem erweiterten Code haben jedoch alle Codewdorter per Definition die Ei-
genschaft w(¢) = 0 mod 2, so dass nur (¢, 0) in C liegen kann. Die Erweiterung
eines Codes mit geradem Minimalabstand hat folglich den gleichen Minimalab-

stand wie der urspriingliche Code, also gilt ds = dc.

Betrachten wir nun den Fall, dass der Minimalabstand von C' ungerade ist. Sei
¢ € Cmitw(c) = de. Dannistw((c,0)) =1 mod 2und w((¢,1)) =0 mod 2.
Also kann nur (¢, 1) in C liegen. Damit wird das Gewicht und somit der Mini-

malabstand um 1 erhoht, so dass gilt ds = d¢ + 1. O
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4.1.1 Hamming-Code (H7)

Der [7,4] Hamming-Code, auch H; genannt, wurde 1950 von Richard Hamming
erstmals publiziert. Er ist nur einer von vielen Hamming-Codes, da dieser Begriff
eine ganze Klasse von Codes bezeichnet. Dennoch ist er der Hamming-Code.
Bedingt durch seine iiberschaubare Komplexitit wird er in der Lehre gerne als

Beispiel fiir einen linearen Code benutzt.

Definition 4.11. ([RH50]) H; := {x € F3|x - G} ist der [7,4]-Hamming-Code,

1001010
0 01011
wobei G = eine Erzeugermatrix ist ([Sage])).
001 1001
000O0T1T1T1

Satz 4.12. ([RH50]) H7 hat den Mindestabstand dp, = 3.

Beweis. ([SHO8])

1001101
A=10 1 0 1 0 1 1 | isteine Kontrollmatrix von H; ([Sage]).

0011110

Die Spaltenvektoren a; von A sind paarweise linear unabhiingig. Wir finden bei-
spielsweise ein Wort w = (1,1,0,0,0,0, 1), das ein Gewicht von 3 hat und fiir
das gilt: A - (1,1,0,0,0,0,1)" = 0. Da A eine Kontrollmatrix von H; ist, ist

w € Hy. Damit ist dy, < 3. Bleibt zu zeigen, dass dy, £ 3 sein kann.

Angenommen es ist dg, = 1. Dann gibt es ein ¢ € H; mit w(c) = 1, so dass
A - ¢t = 0. Es sind aber alle Spaltenvektoren von A ungleich dem Nullvektor.

Damit ist dy, # 1.

Angenommen es ist dg, = 2. Dann gibt es ein ¢ € H; mit w(c) = 2, so dass
A - ¢t = 0. Der Nullvektor lisst sich jedoch nicht durch eine Summe zweier

Spalten von A erzeugen. Damit ist dy, # 2. 0
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Aus dp, = 3 folgt, dass Hr ein dy, —1 = 2 Fehler erkennender, und L%J =1

Fehler-korrigierender Code ist.
Nach Korollar 4.2 ist H; perfekt, da die Gleichung

%) e () )

=2 (1+7)
=2'.2°

=27
erfiillt ist.

4.1.2 Erweiterter Hamming-Code (Hy)

Die Erweiterung von H; folgt direkt aus Definition 4.9.

Definition 4.13. Hy := {x € F}|x - G} ist der [8,4]-Hamming-Code,

10010101
01010110
wobei G = eine Erzeugermatrix ist ([Sage]).
00110011
0 00O0OT1T1TT1S:1

Nach Satz 4.10 ist dy, = dp, + 1 = 4, da d, ungerade.

dH8—1
2

Aus dpy, = 4 folgt, dass Hg ein dy, —1 = 3 Fehler erkennender, und | |=1
Fehler-korrigierender Code ist. Aulerdem ist er nicht perfekt, da gemif3 Defini-

tion 2.5 nur Codes mit ungeradem Mindestabstand perfekt sind.
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4.1.3 Binarer Golay-Code (Ga3)

Golay hat diesen Code erstmals 1949 vorgestellt. Dafiir benotigte er weniger als
eine Seite. Dies ist erstaunlich, wenn man sieht, wie vielschichtig und komplex
der Code ist. Neben vielen theoretischen Betrachtungen unter den verschiedens-
ten Gesichtspunkten gibt es auch beriihmte praktische Anwendungen fiir Gss.
Um 1980 hat die NASA bei den ersten beiden Voyager-Missionen den Code ein-

gesetzt, um Bilder von Jupiter und Saturn zuriick zur Erde zu schicken.

Definition 4.14. ([MG49]) G3 := {x € F2?|z - G}, wobei G :=

1000000O0O0OO0OO0OO0O01O01O011T1QO0O0QO01
co100000O0O0OO0OO0OO0O11111O0O01O0GO0T1
coo010000O0OO0OO0OO0OO01101O001O01QO0T1
cooo061o0o0600000O0110O0011T1TO0T171
cooo0o01000O0O0OO0OO0O11TO0OO0OI1IT1O0T11O00
coo0o00010000O0OO0OO0O11O0O01T1O0T1T10
cooo0o0o006010000O0O0OO0O110O01T1O0T171
cooo06o0oo0060010000101101111O00
coo0oo0o00000100OO0OO0O1TIO0O1ITI1TO0O1IT11T10
cooo0oo0o0o0000100O0OO0OCITO1II1TO0I11T1T1
cooo06o0oo006000O01010111TO000110
cooo0o0o0060000O0OO0O1TO01O0111O0O0O0T1T1

eine Erzeugermatrix ist ([Sage])).
Fiir die Bestimmung des Mindestabstands betrachten wir den Gewichtszédhler
von (93, den wir mit Hilfe von Sage ([Sage]) ermitteln:

woz(w) = 1+ 25327 4 5062° + 1288z + 128822 + 506" + 2532'¢ 4 2%

Nach Satz 4.8 ist somit dg,, = 7. Alsoist Go3 ein [23, 12, 7] —Code, dg,,—1 = 6

Fehler-erkennend und L%J = 3 Fehler-korrigierend.
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Die Gleichung

212 io (2;’) (@2-1) =27 <(203> i (213> i <223) " <233)>

=2'%.(1+23+253 +1771)
=2'2.2048

— 212 . 211

— 223

ist erfiillt und somit (G53 nach Korollar 4.2 perfekt.

4.1.4 Erweiterter Binarer Golay-Code (Goy)

Die Erweiterung von (Go3 folgt direkt aus Definition 4.9.

Definition 4.15. Gy, := {x € F}?|z - G} ist ein [24,12, 8] — Code, wobei G :=

100000O0O0OO0OO0ODO0OO0OCO1O0O1O0111O0O0O0T171
60100000O0O0CO0OO0OO0OT1IT11110010O0T10
00100000O00O0OO0DO0O11010O0T1O0T1O0T171
cooo100000OO0OO0OO0O1I1O0OO0OCO0OI1I11O0T1TT1O0
00001000OO0CO0OO0OO0O11O0O0O11011001
000001 00O0OO0OO0OO0OO0O1I1O0O0O1101T1O0T1
0000001 00O0OO0OO0OO0OO0O110O011O0T1T11
0coooo0oo00010000101101111000
0ooooo0o0001000O0O0O101101111O00
coooo0oo0o00001000O01O011011110
0o0oo00000O00OO0OO0O1O010111000110O01
0o0o0o0000O0ODO0OOO0O1O0O1O01110001T11

eine Erzeugermatrix ist ([Sage]).

Gy ist dg,, — 1 = 7 Fehler-erkennend und L%J = 3 Fehler-korrigierend

und als Code mit geradem Mindestabstand nicht perfekt.
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4.2 Visualisierung

Die Codes werden in der Mathematik normalerweise rein theoretisch behandelt.
Ohne Unterstiitzung eines Computers lassen sich Kodierungen auch nur selten
praktisch anwenden. Fiir einen Leistungsvergleich ist jedoch gerade diese Praxis

wichtig. Es muss praktisch erfahrbar werden, was eine Kodierung leistet.

Genutzt werden die Codes beispielsweise bei der Ubertragung von Bilddaten.
Also ist eine naheliegende Losung, den Ablauf einer solchen Ubertragung schritt-
weise darzustellen, und so die Auswirkungen der Kodierung erkennbar zu ma-

chen. Dieser Ansatz birgt jedoch verschiedene Probleme.

Andert man an einem Bild nur wenige Pixel, ist dies mit bloBem Auge nur schwer
festzustellen. Wenn das Display des Benutzers verschmutzt ist oder Pixelfehler
aufweist, kann man nicht eindeutig entscheiden, ob der Fehler nur durch die
simulierte Ubertragung oder durch #ufBere Einfliisse entstanden ist. Die Wahr-
nehmung des Menschen kann hier nicht differenziert genug arbeiten. Hebt man
die Haufigkeit von Fehlern an, kommt es zu einer diffusen Wahrnehmung. Man
erkennt wesentlich leichter, dass Fehler vorhanden sind, jedoch ist ein einzelner

Fehler und seine Korrektur kaum noch nachzuvollziehen.

Auch die technische Umsetzung wirft Probleme auf. Die Entwicklungsumge-
bung stellt sich bei ndheren Untersuchungen als nicht ausreichend performant
heraus, um Datenmengen in der GroBenordnung zu verarbeiten. Kodierungen
finden normalerweise weitgehend auf Hardwareebene statt. Hier reden wir je-
doch von einer vielschichtigen Software-Architektur, die einen deutlich spiirba-
ren Verwaltungsapparat beinhaltet. Man erreicht schnell Laufzeiten im hoheren

Minuten-Bereich, was nicht als akzeptabel angesehen werden kann.

Eine Losung ist die Auslagerung bestimmter Programmteile in eine Blackbox.
Die Blackbox lisst sich von Sage ansteuern und somit ist die Anbindung an das
Webinterface geschaffen. Vorteil ist eine wesentlich hohere Performance. Die

Nachteile dieses Ansatzes sind jedoch immens.

28



Der Entwicklungsaufwand ist um ein Vielfaches hoher - man bedenke, dass dann
die mathematischen Aspekte neu zu 16sen sind - und der Benutzer verliert den di-
rekten Zugriff auf den Programmcode. Genau das ist aber eines der wesentlichen
Kriterien, die das Programm erfiillen muss. Ohne direkten Zugriff auf den Pro-
grammcode ist ein Hinterfragen und Untersuchen der gezeigten Effekte faktisch

unmoglich. Also ist der Ansatz zu verwerfen.

Damit sind die wesentlichen Probleme der Entwicklung charakterisiert. Um sie
zu losen, werden ein paar Anderungen vorgenommen. Pixel sind offenbar zu
klein, um als Einheit fiir die Darstellung dienen zu konnen. Wir werden folg-
lich Pixel symbolisch zeigen, und sie durch grof8e Punkte ersetzen. Damit ist die

Grundlage geschaffen, Fehler und Korrekturen erkennbar zu machen.

Die Punkte sind nicht mehr dafiir geeignet, ein Bild im herkdmmlichen Sinne
darzustellen. Darum erstellen wir eine rechteckige Anordnung von fiinf Punk-
ten in der Hohe und sechs Punkten in der Breite als Ersatz. Das Feld lédsst sich
mehrfach nebeneinander anzeigen, was fiir die Darstellung eines Ablaufs von

entscheidender Wichtigkeit ist.

Ein weiterer positiver Effekt dieser Mallnahme ist, dass wesentlich weniger Da-
ten verarbeitet werden miissen. Es gibt per Definition weit weniger Punkte als
Pixel. Abhingig vom Datenformat benétigt ein Punkt genau so viele Daten wie
ein Pixel. Geht man davon aus, dass man ein Bild von 320 x 240 Pixeln durch 30
Punkte ersetzt, reduziert man entsprechend die Datenmenge grob um den Faktor

2500, was sich sehr positiv auf die Laufzeit auswirkt.

Betrachten wir die Bilddaten genauer. Sie bestehen grob gesagt aus Farben und
Positionen fiir die einzelnen Pixel. Je nach Bildformat sind die Informationen
anders angelegt. Verfalschungen konnen in der Regel in beiden Teilen auftreten.
Verinderungen an der Position der Punkte haben zur Folge, dass eine eindeutige
Zuordnung fiir den Betrachter verloren geht. Bei einer abschnittsweisen Dar-
stellung der Ubertragung ist fiir den Benutzer nicht erkennbar, welcher Punkt

korrigiert worden ist, wenn sich Farbe und Position dndern.
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Dariiber hinaus bedeuten zufillige Verschiebungen eine fehlende Kontrollierbar-
keit des Layouts. Der Platz auf dem Display ist begrenzt, so dass es zu Uberlap-
pungen oder unerwiinschten Scrollbalken kommen kann. Eingrenzen kann man
die Verschiebungen nicht, da man so die Daten verfilscht. Und gerade um die
soll es bei der Simulation gehen. Wie man sieht, kann man bei der Verfilschung
von Positionsinformationen viel verlieren, aber effektiv nichts gewinnen. Wir

verzichten also darauf und beschrinken uns auf die Verfilschung der Farbwerte.

Farben kann der Mensch recht gut unterscheiden. Vor allem, wenn sie direkt ver-
gleichbar nebeneinander zu sehen sind. Die fiinf Zeilen von Punkten innerhalb
unseres Bildes bekommen aus diesem Grund spaltenweise einheitliche Farben,

so dass auch geringe Abweichungen leicht erkennbar sind.

Fiir die konkrete Auswahl der Farben ist es notwendig, den Aufbau von Farbwer-
ten innerhalb von Grafiken zu kennen. Eine von mehreren Varianten, Farbwerte
zu speichern, besteht aus einem Zahlentupel mit drei Werten fiir die Farbantei-
le von Rot, Griin und Blau, kurz auch RGB-Wert genannt. Jeder der drei Werte

belegt 8 Bit Speicher, also benotigt man insgesamt 24 Bit pro Bildpunkt.

Wir nutzen fiir eine leichtere Erkennbarkeit von Fehlern eine besondere Eigen-
schaft der RGB-Werte aus. Graustufen besitzen drei exakt gleiche Farbanteile.
Die Hohe der Farbanteile bestimmt die jeweilige Helligkeit. Es ist unwahrschein-
lich, dass eine Verfédlschung bei allen drei Farbanteilen genau eines Bildpunktes
in gleicher Weise auftritt. Konsequenz daraus ist, dass ein Punkt unkontrolliert
bunt wird, sobald es zu einer Verfédlschung kommt. Grau und bunt lassen sich

sehr leicht unterscheiden, und damit auch die Fehler identifizieren.

Damit sind die Beschaffenheiten des Bildes ausreichend charakterisiert. Offen
ist noch die Darstellung der Ubertragung. Eine Ubertragung beginnt, wie bereits
in einem vorherigen Kapitel erwéhnt, mit einer urspriinglichen Nachricht, so-
zusagen dem Urbild. In diesem Fall besteht es aus den 5 x 6 Punkten, die mit

spaltenweise unterschiedlichen Graustufen dargestellt werden (Abb. 4.1).
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Abbildung 4.1: Urbild

Insgesamt gibt es vier verschiedene Zustédnde, in denen sich das Bild befindet:
1. Urbild
2. Codiertes Bild
3. Empfangenes Bild
4. Decodiertes Bild

Das codierte Bild wird dadurch hergestellt, dass die einzelnen Datenblocke des
Urbilds codiert werden. So vergroflert sich abhéngig von der gewihlten Kodie-
rung die Datenmenge. Fiir eine direkte Darstellung ist es nicht mehr geeignet.
Die Code-Anteile sind nicht als Bild darstellbar, da sie nicht dem Dateiformat,
beziehungsweise in diesem Fall der Anzahl der Farbwerte entsprechen. Redu-
ziert man das Bild um die Zusatzinformationen der Kodierung, entsteht wieder
das Urbild. Da eine doppelte Darstellung des Urbilds nicht sinnvoll ist, existiert

das codierte Bild nur fiir interne Verarbeitungszwecke.

Das empfangene Bild wird aus dem codierten Bild generiert. Dazu werden Ver-
filschungen an den Bilddaten erzeugt, was die Ubertragung durch einen Kanal
simuliert. Fiir eine Darstellung der Fehler entnimmt man dem Bild die entspre-
chenden Daten und zeigt die enthaltenen Farbwerte an. Es entsteht ein buntes

Bild, das die Fehler gut sichtbar macht.
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Abbildung 4.2: Empfangenes Bild

Abbildung 4.2 zeigt ein solches Bild. Enthalten die Daten fiir einen Punkt mehr
Fehler als der Code erkennen kann, wird dies durch einen roten Kreis kenntlich
gemacht. Auf diese Weise wird eine Differenzierung der Fehler beziiglich ihrer

Erkennbarkeit erreicht. Alle nicht markierten Fehler werden vom Code erkannt.

Abbildung 4.3: Decodiertes Bild

Das decodierte Bild zeigt die Fehler an genau den Stellen, wo man sie bereits
anhand der Kreise aus dem empfangenen Bild heraus erahnen konnte. Wie man
jedoch am dritten verfilschten Punkt sieht, enthalten auch Punkte ohne Markie-
rung Fehler, die nicht korrigiert werden konnen. Dadurch wird deutlich, dass

man mehr Fehler erkennen als korrigieren kann.
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Damit sind die vier Zustinde gezeigt. Als Schnittstelle zum Benutzer gibt es
vier Knopfe, je einen pro Code, sowie einen Schieberegler fiir die Fehlerrate.
Statistiken werden fiir jede Simulation in einer Tabelle angezeigt. Die Statistiken
beinhalten Informationen iiber die Anzahl fehlerhafter Bits, der als fehlerhaft
erkannten Bits und die nach der Korrektur noch vorhandenen fehlerhaften Bits.

Jeder Wert ist mit einem Prozentwert versehen, was eine Deutung erleichtert.

Code I H7? H8 I G23 | G24

Fehlerrate [l =)
original Empfangen Ausgabe
000 000 000
000 00000 00000
000 @0 e 000
000 0000 0000
000 000 000
Fehler: 68 Bit ( 5.40%)
Erkannt: 62 Bit (91.18%)
Nach FRorrektur: 29 Bit ( 2.30%)

Abbildung 4.4: Ubersicht

Realistische Fehlerraten sind Werte unterhalb von 5%. Erkannte Fehler konnen
durch eine Wiederholung der Ubertragung behoben werden. Jeder rote Kreis im

Bild bedeutet also mit hoher Wahrscheinlichkeit einen Datenverlust.

Durch Erweiterung der hier behandelten Codes verbessert sich nicht die Korrek-
turleistung, sondern nur die Fehlererkennung. Bei einer Fehlerrate von 10% kann
man zwischen H; und Hg die Unterschiede gut erkennen. Hg erkennt ungefihr
10% mehr Fehler als H,. Ahnliches kann man fiir G453 und Gy, feststellen. Jedoch
ist hier eine Fehlerrate von 15% geeigneter. Dies macht auch die Unterschiede

zwischen Hamming-Code und Goley-Code deutlich.

Die Korrektur von Fehlern funktioniert nur unterhalb von 5% Fehlerrate. Hohere
Fehlerraten fithren schnell zu Korrekturfehlern. Erkennen kann man diese daran,

dass nach der Korrektur mehr Bits fehlerhaft sind als vorher.
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4.3 Programmierung

Realisiert man das Programm objektorientiert, siecht das Hauptprogramm sehr
schlicht aus. Die wichtigen Details passieren im Hintergrund und sind konzept-
bedingt nicht direkt einzusehen. Wie bereits erwihnt, soll es fiir einen Benut-
zer moglich sein, den Ablauf des Programms im Detail nachzuvollziehen. Ohne
die Objektorientierung und damit verbundene Polymorphie zu kennen, wird ihm
dies jedoch nur schwerlich gelingen. Deshalb ist das Programm in prozeduralem
Stil geschrieben. Ein der Polymorphie dhnlicher Effekt wird durch Einsatz von

Referenzen erreicht, um den Code nicht unnétig in die Lange zu ziehen.

Die Beschreibung lisst sich in die drei wesentlichen Bereiche Datenstrukturen,
Programmablauf und Darstellung untergliedern. Beginnen wir mit den Daten-

strukturen. Zeilenangaben beziehen sich jeweils auf Listing 4.1.

Die ersten 67 Zeilen des Programms dienen vor allem dem Aufbau der Daten-
strukturen. Zu Beginn werden die Codes definiert. Jeder Code bekommt eine
eigene Liste von Vektoren. AuBlerdem wird je eine Erzeugermatrix als globale
Variable angelegt. Sage berechnet die Erzeugermatrix offenbar bei jedem Zu-
griff auf die Methode gen_mat neu, so dass es sich im Hinblick auf die Laufzeit

lohnt, jeweils eine fertige Version zu speichern.

Die Vektorlisten sind zunéchst leer initialisiert, werden aber dann mit zwei for-
Schleifen (Zeilen 18-24 und 26-31) befiillt. Ziel ist es, alle Codeworter in den
Listen abzulegen. Dafiir benotigt man also alle Elemente von F%, wobei k den
Wert 4 fiir Hamming Codes und 12 fiir Golay Codes hat. Elemente von FF} beste-

hen aus der Binirdarstellung der Werte 0 bis 2*.

In den Zeilen 19 bis 22 werden solche Vektoren aufgebaut. - nimmt Werte von 0
bis 212 — 1, also genau den Wertebereich von 12 Bit, der Dimension der Binéren
Goley Codes, an. Sage bietet fiir Bindrwerte leider keine Moglichkeit, sie durch

Ergénzung fithrender Nullen auf eine fest vorgegebene Linge zu formatieren.
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Ohne fithrende Nullen enthilt ein Vektor jedoch nicht genug Daten. Wir rechnen
die Dezimalwerte also eigenstidndig in einen Bindrwert vorgeschriebener Linge
um. Dazu wird der Wert von ¢ bitweise um z Stellen nach rechts verschoben.
So kommt immer das jeweils ndchste Bit der Zahl auf die Einerstelle zu liegen.
Bitweises UND mit dem Wert 1 gibt also Auskunft dariiber, ob die jeweilige
Ziffer eine 0 oder 1 ist. Die Ergebnisse werden als String zwischengespeichert

aus dem direkt anschlieBend ein Vektor erzeugt wird.

Dieser Vektor ldsst sich mit der Erzeugermatrix multiplizieren, so dass ein Co-
dewort entsteht. Die Hamming Codes werden in den Zeilen 26 bis 31 analog
initialisiert. Die Codeworter werden in den Listen gespeichert, so dass man ins-

gesamt die Bildmengen der Kodierungen in Listenform erhilt.

Als nichstes werden die eigentlichen Bilddaten angelegt. Die Zeilen 38 bis 47
definieren jeweils mehrdimensionale Arrays fiir die einzelnen Kodierungen so-
wie passende Matrizen. Anstatt also die Daten, wie es bei einer wirklichen Uber-
tragung vorkommt, in einem Bitstream zu bearbeiten, werden hier fest definierte
Datenblocke verwendet. Eine Matrix entspricht jeweils genau einem Farbwert
mit 24 Bit. Diese lassen sich in diesem konkreten Fall in 2 x 12 oder 6 x 4

Matrizen schreiben, so dass eine Zeile genau einem Block entspricht.

Im Original werden die Daten als RGB-String gespeichert, wie es unter anderem
in HTML iiblich ist. Das heif3t nach einem einleitenden # folgen insgesamt sechs
hexadezimale Ziffern fiir einen Farbwert. Die Werte werden in Abhéngigkeit von

der jeweiligen Spalte des Feldes initialisiert, um den Farbverlauf zu gestalten.

Der RGB-String wird zeichenweise in einen Binérstring umgewandelt (Zeilen
54-56), wobei das fithrende # tibersprungen wird. Anschliefend werden die Ma-
trizen mit den Bindrdaten befiillt. Sage indiziert die einzelnen Zellen einer Matrix
fortlaufend, so dass Zeilenspriinge automatisch passieren. Das Feld der Original-
Matrizen stellt das im letzten Unterkapitel angesprochene Urbild dar. Durch
Multiplikation der Matrizen mit den jeweiligen Erzeugermatrizen der Codes er-

geben sich entsprechend die codierten Matrizen, also das codierte Bild.
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Die bisherigen Daten werden im weiteren Verlauf des Programms nicht mehr
gedndert. Daher erfolgen die Berechnungen nur einmal zu Beginn. Besonders

im Zusammenhang mit GGo4 spiirt man den Rechenaufwand erheblich.

Kommen wir nun zur Beschreibung des Ablaufs. Dazu beginnen wir mit der in-
teraktiven Funktion visualisierung in Zeile 151. Der Selector codeID wird
ausgewertet und eine Reihe von Variablen entsprechend der gewihlten Kodie-
rung mit Werten versehen (Zeilen 156-183). Dabei werden Referenzen auf die
zuvor definierten Datenstrukturen so gesetzt, dass das Programm sich im weite-
ren Verlauf dhnlich verhilt, wie es bei einer rein objektorientierten Programmie-

rung und damit verbundener Polymorphie der Fall wire.

Das Programm durchlduft das Feld der Punkte (Zeile 185-208). Fiir jeden Punkt
wird zunichst eine verfilschte Matrix von der Funktion corrupt (Zeile 74) aus
der codierten Matrix sowie der eingestellten Fehlerrate erzeugt. Die Fehlerrate

liegt, wie fiir den bindren symmetrischen Kanal definiert, zwischen 0% und 49%.

Dadurch, dass die Matrizen Elemente aus F5 haben, lassen sich die Bits durch
Addition von 1 an den jeweiligen Stellen toggeln. corrupt addiert zur iiber-
gebenen Matrix eine Matrix gleicher Grof3e, die mit der am Schieberegler ein-
gestellten Wahrscheinlichkeit aus Einsen, sonst Nullen, besteht. Die von Sage
zur Verfiigung gestellte Funktion fiir die Erstellung von Zufallsmatrizen liefert
leider keine zufriedenstellenden Ergebnisse, so dass dafiir die eigene Funktion

getRandomBit (Zeile 68) benutzt wird.

In den Zeilen 191 bis 198 wird die verfilschte Matrix mit dem Original vergli-
chen. Das ist natiirlich in der Realitédt nicht moglich, aber hier fiir Anschauungs-
zwecke praktisch. Abweichende Bits werden gezihlt. Die Auswertung geschieht
wortweise, so dass anhand des Mindestabstandes entschieden werden kann, ob
der Code den Fehler von sich aus erkennt. Worte, bei denen die Fehleranzahl
> d¢ ist, gelten ohne weitere Differenzierung pauschal als nicht erkennbar. Ge-
zahlt werden die Fehler, welche als erkennbar klassifiziert werden. Auf nicht-

erkennbare Fehler wird lediglich im Zuge der Darstellung eingegangen.
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Anschlieend wird versucht, die verursachten Fehler zu beseitigen. Dazu wird
die Funktion correct unter anderen mit der verfilschten Matrix als Parameter
aufgerufen. Im ersten Schritt werden also fiir die empfangenen Worte dhnliche
Codeworte gesucht. Die Zeilenvektoren der Matrix, also die empfangenen Worte,
werden jeweils mit der Kontrollmatrix multipliziert. Ist das Ergebnis der Null-
vektor, handelt es sich bereits um ein Codewort. Fiir Ergebnisse ungleich Null

wird die Funktion getCorrectedElement aufgerufen.

Diese Funktion durchlduft die Liste aller Codeworter und berechnet den jeweili-
gen Mindestabstand zum empfangenen Wort. Ist dieser < L%J wird das aktu-
elle Codewort zuriickgegeben. Fiir perfekte Codes ist diese Abbruchbedingung
bereits ausreichend, da es garantiert zu jedem Wort ein dhnliches Codewort gibt.
Hg und Go4 sind jedoch nicht perfekt, so dass dafiir zusétzliche Mallnahmen not-
wendig sind. Die Implementierung sieht hier vor, dass das letzte Wort mit dem
kleinsten Abstand als zugehoriges Codewort genommen wird, wenn sich nach

einem kompletten Durchlauf der Liste kein passendes Codewort ergeben hat.

Korrigierte Elemente werden zunéchst lokal in einer Liste zwischengespeichert,
fiir den weiteren Gebrauch vor der Riickgabe aber in eine Matrix umgewandelt.
Diese Matrix wird mit dem Original verglichen und so die nicht- oder falsch-

korrigierten Fehler gezihlt.

Die Fehlerkorrektur bendtigt mit Abstand die meisten Ressourcen. Fiir jedes
Wort wird eine lineare Suche durchgefiihrt, die fiir Golay-Codes im Durchschnitt
nach 2048 Vergleichen ein Ergebnis liefert. Es ist moglich hier eine kiinstliche
Beschleunigung vorzunehmen, indem man Vergleiche zunichst mit den Code-

worten durchfiihrt, die aus den fest vorgegebenen Daten entstehen.

Auf die Beschleunigung wird verzichtet, weil die Rechenzeit auch ein Teil der
Simulation ist. Der Benutzer bekommt einen Eindruck davon, dass fiir komple-

xere Codes mehr Rechenzeit bendtigt wird.
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Als letzter Punkt bleibt noch die Darstellung. Das Original-Bild sowie die Be-
schriftungen der Bilder allgemein lassen sich vorberechnet als Grundgeriist fest-

legen. Im Quellcode findet man diese Struktur unter baseGraphix.

Abgesehen davon befindet sich die komplette Darstellung innerhalb der Funktion
visualisierung. Die einzelnen Elemente folgen jeweils direkt im Anschluss
an die Berechnungen der Matrizen sowie deren Auswertungen. Da die Matrizen

noch codiert sind, ist eine direkte Verwendung als Farbwert nicht moglich.

Die Funktion mat rixToColor stellt, wie der Name schon sagt, aus einer Matrix
einen Farbwert her. Dabei spielt die Validitit der Daten keine Rolle. Abhéngig
von der verwendeten Kodierung werden aus den Matrizen genau die Bits her-
ausgelost, die den Einheitsvektoren in den jeweiligen Erzeugermatrizen (Siehe
Definitionen) entsprechen. Je 4 Bits werden dabei wieder zu einer hexadezima-
len Ziffer. Code-Bits werden dabei ignoriert. Die Aussagekraft der Visualisie-
rung leidet darunter nicht. Die Funktion kann sowohl fiir verfilschte als auch fiir

korrigierte Matrizen verwendet werden.

Der rote Kreis, als Signal fiir eine nicht mehr zwingend erkennbare Fehleranzahl,
wird an den entsprechenden Koordinaten hinzugefiigt, wenn die Fehleranzahl fiir
ein Wort zu hoch wird. Die Verwendung der Koordinaten des Punktes ldsst keine

Differenzierung der einzelnen Worte innerhalb eines Farbwertes zu.

Alle ermittelten Statistiken werden abschlieBend in einer Tabelle ausgegeben.
Beim Anteil der erkannten Fehler ist zu beachten, dass die Anzahl der vorhande-
nen Fehler auch Null sein kann. Die Division ist nicht moglich und muss daher

abgefangen werden.
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

Listing 4.1: Bildiibertragung (Skizzierte Fassung)

TOwWsSs =35
columns = 6
H7 = HammingCode(3,GF(2))
H8 = H7.extended_code()
G23 = BinaryGolayCode ()
G24 = ExtendedBinaryGolayCode ()
vecListH7 = []
vecListH8 = []
vecListG23 = []
vecListG24 = []
genMatH7 = H7.gen_mat ()
genMatH8 = H8.gen_mat ()
genMatG23 = G23.gen_mat ()
genMatG24 = G24.gen_mat ()
for i in range(4096):
binString = "".join( [str(( i > z ) & 1 )
for z in range(l11, -1, —1)] )
v = vector(GF(2),[binString[i]
for i in range(12)])
vecListG23.append ( v * genMatG23 )
vecListG24.append ( v * genMatG24 )
for i in range(16):
binString = "".join( [str(( i > z ) & 1 )
for z in range(3, -1, —1)] )
v = vector(GF(2),[binString[]j] for J in range(4)])
vecListH7.append ( v * genMatH7 )
vecListH8.append ( v * genMatHS8 )
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34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67

baseGraphix = text("Original" , ( 2.5, 5), rgbcolor=’"#000000")

baseGraphix += text("Empfangen", ( 9.5, 5), rgbcolor='#000000")

baseGraphix += text("Ausgabe" , (16.5, 5), rgbcolor='#000000")

original [[[] for i in range(columns)] for

[[[] for i in range(columns)] for

originalMat04

originalMatl2 [[[] for i in range(columns)] for

M04 = MatrixSpace ( GF(2), 6, 4 )

encodedMatH7

[[[] for i in range(columns)] for
encodedMatH8 = [[[] for i in range(columns)] for
M12 = MatrixSpace ( GF(2), 2,12 )

encodedMatG23

[[[] for i in range(columns)] for

encodedMatG24 [[[] for i in range(columns)] for
for i in range (rows):
for j in range(columns):
originall[i][]j] = "#%02x%02x%02x"
o ( (J+2)*32, (3+2)%32, (3+2)%32 )
binString = "’

for ¢ in originall[i][J][1:]:

in range(rows)]
in range(rows)]

in range(rows)]

in range(rows)]

in range(rows)]

in range(rows)]

in range(rows)]

binString += "".join( [str( (int(c,16) >> z) & 1 )

for z in range(3, -1, —1)] )
originalMat04[i][J] = MO4([binString[k]
for k in range(len(binString))])
originalMatl12[i][J] = M12([binString[k]
for k in range(len(binString))])

baseGraphix +=

point ([ J,1], rgbcolor = originall[il[Jj],

encodedMatH7 [1][7] originalMat04[i][J]

encodedMatH8 [i][ 7]

originalMatO04[i][ 7]

encodedMatG23[1i][ 7]

originalMatl12[i][ 7]

encodedMatG24[1i][ 7] originalMatl12[i][J]
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68 |def getRandomBit( errorRate ):

69 if randint(1,100) <= errorRate:
70 return 1

71 else:

72 return 0

73

74 |def corrupt ( A, errorRate ):

75 M = MatrixSpace ( GF(2), len(A.rows()), len(A.columns()) )
76 size = len(A.rows()) * len(A.columns())

77 B = M([getRandomBit (errorRate) for i in range(size)])

78 return A+B

79

80 |def matrixToColor ( matrix, codeID ):

81

82 if codeID == "H7’ or codeID == ’"H8':

83 colorString = " #’

84 for v in matrix.rows():

85 tempString = 7’

86 for j in [0,1,2 .,4]:

87 tempString += str(v[]J])

88 colorString += hex(int(tempString,2))[2:]
89 return colorString

90

91 if codeID == ’"G23’ or codelD == ’'G24":

92 colorString = " #’

93 for v in matrix.rows():

94 for j in range(3):

95 tempString = "’

96 for k in range(4):

97 tempString += str(v[4x] + k])
98 colorString += hex(int(tempString,2))[2:]
99 return colorString

100

101 return '’
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102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135

def getCorrectedElement( v, vecList,

def

minVec = v
minDist = 25
for w in veclist:

dist = hamming_weight (v—w)

codeMinDist ):

if dist <= floor((codeMinDist —1)/2):

return w
if dist <= minDist:
minVec = w

minDist = dist

return minVec

correct( A, codeID, minDist, checkMat,

lenARows = 6

lenACols = 0

if codeID == "H7':
vecList = vecListH7
lenARows = 6

lenACols = 7

if codeID == "H8':
veclList = vecListHS8
lenARows = 6

lenACols = 8
if codelID == ’"G23’:
vecList = vecListG23

2

lenARows

lenACols = 23

if codelID == ’"G24’:
vecList = vecListG24
lenARows = 2
lenACols = 24
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136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169

tempList = []

for v in A.rows():
if checkMat*xv==vector ([0 for j in range(checkRowsCount)]):
tempList.append ( v )
else:
w = getCorrectedElement( v, vecList, minDist )
tempList.append ( w )
M = MatrixSpace ( GF(2), lenARows, lenACols )

B = M(tempList)

return B

@interact

def visualisierung( # selector , slider ):

g = baseGraphix

countRawErrors =0
countIDedErrors =0
countFinalErrors =0
if codeID == "H7':

C = H7

encodedMat = encodedMatH7
checkMat = H7.check_mat ()
checkRowsCount = 3
minDist = 3
numberOfTotalBits = 1260
if codeID == ’"H8':
C = HS8
encodedMat = encodedMatHS8
checkMat = H8.check_mat ()
checkRowsCount = len(checkMat.rows())
minDist = 4

numberOfTotalBits = 1440
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170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203

if codeID == "G23’:
C = G23
encodedMat = encodedMatG23
checkMat = G23.check_mat ()
checkRowsCount = 11
minDist = 7
numberOfTotalBits = 1380
if codelID == ’"G24’:
C = G24
encodedMat = encodedMatG24
checkMat = G24.check_mat ()
checkRowsCount = 12
minDist = 8

numberOfTotalBits = 1440

for i in range (rows):
for j in range(columns):
corruptedMat = corrupt ( encodedMat[i][]J], errorRate )
color = matrixToColor ( corruptedMat, codeID )

g += point ([ j+l*columns+1,i], #color, size )

errorMat = encodedMat[i][J] — corruptedMat
for word in errorMat.rows ():
localRawError = hamming_weight ( word )
countRawErrors += localRawError
if localRawError >= minDist:
g += circle([j+l*columns+1,i], #... )
if localRawError < minDist:

countIDedErrors += localRawError

correctedMat = correct ( corruptedMat, #... )

color = matrixToColor ( correctedMat, codeID )

g += point ([ j+2%columns+2,i], #color, size )
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204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232

errorMat
for word

count

g.show( #... )

rawErrorRate =

IDedErrorRate

if countRawErrors
IDedErrorRate

finalErrorRate =

= encodedMat[i][j] — correctedMat
in errorMat.rows ():

FinalErrors += hamming weight ( word )

(countRawErrors / numberOfTotalBits ) x 100
0

I= 0:

= ( countIDedErrors / countRawErrors ) x 100

(countFinalErrors / numberOfTotalBits ) = 100

html(’<table border="0">")

html (' <tr>’")
html(’ <td> Fehl
html(’ <td>’ + s
html(’ <td> ('+
html (' </tr>")
html(’<tr>")
html(’ <td> Erka
html(’ <td>’ + s
html(’ <td> ('+
html(’</tr>")
html (' <tr>’")
html(’ <td> Nach
html(’ <td>’" + s
html(’ <td> ('+
html(’</tr>")

html(’</table>")

er: </td>")
tr(countRawErrors) + / Bit </td>")

"$5.2f%%" % rawErrorRate +’)</td>")

nnt: </td>")
tr(countIDedErrors) + ' Bit </td>")

"$5.2f%%" % IDedErrorRate +’)</td>")

Korrektur: </td>")
tr(countFinalErrors) + ' Bit</td>")

"$5.2f%%" % finalErrorRate +’)</td>")

45




5 Fazit und Ausblick

Visualisierungen zu ausgewihlten Themen der Kodierungstheorie besitzen ein
breites Spektrum an beteiligten Wissensgebieten. Zu nennen sind an erster Stelle
Mathematik, Informatik und Didaktik, wobei jeder dieser Bereiche sich weiter
aufgliedert. Wie bereits in der Einleitung erwihnt, erfordert das Verstdndnis der
Kodierungstheorie eine breitgeficherte mathematische Bildung. Zahlentheorie,
Stochastik und Algebra sind nur eine Auswahl der involvierten Themenberei-
che. Auch die Informatik ldsst sich nicht auf einen Bereich einschrinken. Von
Operationen auf Bit-Ebene iiber Aufbau und Verhalten von Algorithmen bis hin

zu graphischen Darstellungen in einem Webbrowser ist alles enthalten.

Die Didaktik koordiniert den zielgerichteten Einsatz der breiten Wissensbasis.
Durch die verschiedenen Visualisierungen ldsst sich erkennen, dass es dafiir nicht
den einzig und allein richtigen Weg gibt. Die ISBN ist im Grunde eine genau
so abstrakte Nummer wie ein beliebiges Codewort von H;. Visualisiert werden

beide jedoch komplett unterschiedlich.

Die ISBN wird rein als Nummer dargestellt. Enthaltene Informationen iiber das
Land, den Verlag und die fortlaufende Nummer, oder gar der Titel des Buches
selbst werden bewusst verschwiegen. Es scheint paradox, dass eine abstraktere
Sichtweise hier zu einer besseren Erkennbarkeit fiihrt, wo doch eigentlich der
Alltagsbezug das allgemeine Credo ist. Hier geht es jedoch eben nicht um das,
was der Alltag zeigt, sondern um das, was er zeigen konnte. Blendet man den

Alltag auf beiden Seiten aus, wird folglich die Differenz deutlicher erkennbar.
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Der Vergleich der linearen Codes geht einen vollig anderen Weg. Weniger die
zugrundeliegende Theorie, sondern vielmehr ein Erleben der praktischen Um-
setzung ist hier von Bedeutung. Die Mathematik beschreibt die Titigkeiten rein
formal, ohne sie jedoch wirklich auszufiihren, oder iiberhaupt ausfiihren zu kon-
nen. Bestenfalls einzelne Worte werden als Beispiel (de-)codiert und damit das

Konzept klar gemacht.

Wirkliche Praxiserfahrung lédsst sich so jedoch nicht gewinnen. Darum ist es
wichtig, mit der Visualisierung genau diese Erfahrungen moglich zu machen.
Nur so bekommt man eine Antwort auf die Fragen: Wie viele Daten kommen
noch fehlerfrei an, wenn im Kanal 5% der Bits verfdlscht und ein Hamming-

Code benutzt wird? Ist das Ergebnis mit dem Golay-Code besser?

So vielfiltig die beteiligten Themen sind, so zahlreich sind denkbare Fortsetzun-
gen und Erweiterungen. Eine interessante Idee ist beispielsweise eine Ubersicht
iiber die Leistungsfihigkeit von Codes im Laufe der Jahrzehnte. Hamming hat
seinen Code 1950 veroffentlicht und eingesetzt. Der Golay-Code wurde um 1980
verwendet. Eine Verbesserung lésst sich erkennen. Doch wie leistungsfihig sind

Codes auf dem aktuellen Stand der Technik?

Im Bereich der Informatik stellen sich Fragen vor allem beziiglich der Algorith-
men und Datenstrukturen. Welche Leistungssteigerungen erreicht man durch ge-
schicktere Such-Algorithmen im Zusammenhang mit der Decodierung? Je kom-
plexer ein System ist, desto mehr Funktionen bietet es, die man nicht braucht.
Rechtfertigt also der Performance-Gewinn den Verzicht auf Funktionalitét bei

der Verwendung selbst definierter Datentypen?

47



6 Literatur

[RMO3] Matthes, Roland: Algebra, Kryptologie und Kodierungstheorie,
Carl Hanser Verlag Miinchen Wien, 2003

[SS06]  Alexander Souza, Universitit Freiburg,
Angelika Steger, ETH Ziirich,
Artikel zum 13. Algorithmus, Informatikjahr 2006

[SHO8] Shuichi Hayashida, Universitét Siegen,
Skript zur Vorlesung "Kodierungstheorie", Stand 2008

[RH50] Richard W. Hamming: Error Detection and Error Correction Codes.
The Bell System Technical Journal, Vol. XXVI 2, 1950, Seite 147-160.

[MG49] Golay, Marcel J. E.: "Notes on Digital Coding",
Proc. IRE 37, Seite 657, 1949.

[CS48] C. E. Shannon, ,,A mathematical theory of communication®,
Bell System Technical Journal, Vol. 27, Seiten 379-423 und 623-656,
Juli und Oktober, 1948.

[Sage]  William Stein, Sage Computer Algebra System,
University of Washington, 2005

48



Ich versichere, dass ich die schriftliche Hausarbeit - einschlieBlich beigefiigter
Zeichnungen, Kartenskizzen und Darstellungen - selbststidndig verfasst und kei-
ne anderen als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe. Alle Stel-
len der Arbeit, die dem Wortlaut oder dem Sinne nach anderen Werken entnom-
men sind, habe ich in jedem Fall unter Angabe der Quelle deutlich als Entleh-

nung kenntlich gemacht.

49



/ Anlagen

CD mit folgenden Inhalten:

ISBN - Visualisierung als Sage-Worksheet (.sws)

ISBN - Visualisierung als Textdatei (.txt)

Bildiibertragung - als Sage-Worksheet (.sws)

Bildiibertragung - als Textdatei (.txt)

Dieses Dokument im PDF-Format (.pdf)
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