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[1964b] Sur certains groupes d’opérateurs
unitaires

A force dhabitude, lo fait que les séries théta définissent des fonctions moduluires
presque cessé de nous étonner. Mais I'apparition du groupe symplectique comtie un deus
v machina dans les célébres travaux de Siegel sur les formes quadratiques n'a ricn perdu
encore do son caractére mystérieux. Le but de ce mémoire, et de ceux qui lui feront suite,
west pus, bien entendu, d'élucider définitivement la question, mais de jeter un pe do

Jumitre sur certains aspects de cette théorie qui étaient restés dans I'ombre jusqu'i présent.

Une analyse attentive des travaux de Siegel permet en effet de déceler le role capital
qu'y joue une certaine représentation unitaire, non pas du groupe symplectique lui-méme,
mais d'une extension centrale de co groupe, ainsi que des groupes unalogues sur les corps

padiques. Tl se trouve que cette représentation, pour le cas du groupe symplectiqie réel

(et méme do sa généralisation naturelle & Iespace de Hilbert), a été définie et étudice récem-
ment par D. Shale (7], uprés que son existence, ou du moins celle de I reprisentution
projective correspondante, et été reconnue par T. Segal (5] & propus de mécanique quanti-
quo. Celui.ci est revenu sur I question [6], & la suite d’un expost ot Jien aviis souligné
Vimportance en théorie des nombres; J'ai emprunteé & son travail, dont je lui s reconiiis:

ant de m'avoir communiqué le manuserit, le principe do la démonstration du thivréme

dexistence (théoréme 1 ci-dessous; pour une autre démonstration, cf. G. Macke,

ainsi que lidée de prendre pour point de départ la théorie générale des groupes whéliens

localement compacts.

En e les concernant la représentation unitaire
q 3 i

en question seront exposés au Chapitre 1 pour un groupe abdlien Jocalement compaet

qui West soumis & aucune hypothdse restrictive; quil me soit pernis, <t passant, de

vue de la

signaler Iintérét qu'il y aurait peut-&

re & examiner de plus pres, du point d

(1) Pendant la période ol ct

mémoire a é X té supporté @ la fois pur la National
Seionce. Foundation (contrat GP-§23) et par Pnstitut des Hautes Etudes Seientifiues o Buressur
Yvetto; & luno et & Vautre jo suis houroux d'exprimer ici ma reconnuisance
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préseite théorie, le cas des groupes finis(!). Le Chapitre 1T fixe les notations en vue de
Fapplication des résultats qui précédent aux espaces vectoriels sur les corps locaux (c'est-

a-dire les corps localement compacts non discrets) et sur les anneaux adéliques; et il fait

wervir les théorémes 2 et 5 du Chapitre I & une démonstration de la loi de réciprocité
quadratique, apparentée & celle qui figure au dernier chapitre du livre classique de Hecke

sur les corps de nombres algébriques. Une démonstration directe tré

imple des théorémes

t 5, indépendante de la théorie exposée au Chapitre I, a été obtenue récemment par P.
Cartier (cf. [2)); jointe aux considérations du Chapitre IT du présent mémoire, et notam-
ment aux propositions 3 et 4 de celui-ci, elle constitue & certains égards la méthode la plus
satisfuisante qui soit actuellement connue pour établir la loi de réciprocité quadratique
sous sa forme la plus générale. Le Chapitre IIT spécialise au « cas local » et au « cas adélique »
la théorie du Chapitre I, en traitant en détail de questions de continuité qu'il n’était guére
possible d'aborder utilement dans le cadre de celui-ci. C'est ainsi qu'on obtient, dans
le cas local et dans le cas adélique, une représentation unitaire d’un groupe localement
compact (dit « métaplectique ») qui, sauf en caractéristique 2, est une extension centrale
du groupe symplectique par le tore 7. Au Chapitre IV, on fait voir que celle-ci peut se

réduire & une extension, en général non triviale, du méme groupe par le groupe {+1};

autrement dit, la classe de cohomologie qui la détermine est toujours d’ordre 2 et nest pas

nulle en géndral; bien que ce résultat ne doive nous étre d’aucune utilité par la suite, il
répond & une question si naturelle qu'il n’a pus semblé superflu de linsérer ici. Enfin lo
Chapitre V' fixe les notations en vue de la spécialisation des résultats ci-dessus au cas des
algébres & involution, indispensable pour les applications aux groupes classiques; il donne,
en vue de ces applications, quelques résultats auxiliaires, et il se termine sur I'énoncé
d'une formule qui généralise des résultats classiques de Siegel et dont la démonstration

formera Pobjet principal du mémoire suivant.

Table des notations

Chapitre 1 n°10: By(G), T.
n T, G X,(0). n°11: $(6), S(H, H)
W 2 T, 0 dee, |2, 0013t 7, dy, ty, 4, T
n® 3 Spa) n® 14 ().
n’ Ciw, A(G), A@). n°16:
» B, BeiG, (g, f). n°19: o By(@, ).

dyim. dulyhe ty (N Gl 15 1.

0,60

PRCI-T

! The
behaviour of general theta functions under the modular group and the characters of binary modular
Comgrucuce croups, Ann. of Math., 47 (1946), pp. 317-447.

) Cette question semble apparentée aux problémes étudiés par H. D. Kloosterman dan
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Chapitre 11 n°37: Ps(X)k Pa(X),, Pa(X)a Po(X), Pe(X)3,

Seor far Mp(X)a, 7,

X%, [0 2*], a*, QUX), Qa(X).
y v‘; xy(’/wz Q9 n°38: Q, Qg 1, 1y
o, Py 2 YU n°40: e
am
L. g a5 Chapitre TV
: A'w(/ow.ﬂ;, X X Ko X0 8 X220 0 X0, AT (0, el ()
: vollhs U n®45: 7, Mp(X)3, MS), Mp(X)5.
Chapitre 111
n°31: Bz, z,), Sp(X), AX), (0, /), Ps(X). R Chapitre V
n°32: Aut (X), d(@), Is (X*, X), d’(z), 4, £'([), n° 46 P(X). . o
QX), Ps*(X), Pa™(X). n049: A, 4,7, X0 (et ) at QYA QuX [ A)

n°33: p. Aut (X[A),T8(X, Y/ A), PalX 0, Pai X[ A)
W34 Mp(X), 7, T, d(@), &) U U, Ko no8ks PXJR, PXAL MpXik, My
n°36: Ps(X, L), tz, rL. Mp(Xk)a, Mp(X[A)s

L. Groupes abéliens localement compacts

1. Dans ce chapitre, il s'agira principalement d’un groupe abélien localement com-
pact G, sur lequel on ne fera le plus souvent aucune hypothése restrictive; mais une partie
de nos résultats est sans intérét & moins que G ne soit isomorphe & son dual Toutes les
applications ultérieures se rapporteront  'un des cas suivants: (a) G est un espace vectoriel
X de dimension finie sur un corps k localement compact non discret; (5) @ est de la forme
X, =X,®4,, ob 4, est I'anneau des adéles d’un corps k qui peut étre, soit un corps de
nombres algébriques, soit un corps de fonctions algébriques de dimension | sur un corps
fini, et ob X, est un espace vectoriel de dimension finie sur k. Onse référeru i ces cus en
disant que G est « de type local » dans le cas (a), « de type adélique » dans lo cas (b); s G
est de type local ou adélique, il est isomorphe & son dual. Les groupes abéliens loculement
compacts seront le plus souvent notés additivement.

On désignera par T le groupe multiplicatif des nombres complexes ¢ tels que ¢/ =1; un
caractére de @ est donc un morphisme de G dans 7. Si @ et H sont des groupes ubéliens
localement compacts, un bicaractére de G x H sera une application continue f de G < H
dans 7T telle que, pour tout y € H, z—/(x,y) soit un caractére de ¢/ et que, pour tout
2 €0, y—>f(x,y) soit un caractére de H.

Une application continue f de G dans 7 sera appelée un caractére du second degré
de @ si 'application
(2,y) >z +y) fl)y)
est un bicaractére de G x @, ou, ce qui revient au méme, si { satisfait & la relation

fz+y+2)[(@) [y) f2) = [z +y) fly +2) [z 2)

quels que soient z, y, z dans G.
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On notera toujours G* le dual de G (noté additivement, lui aussi), et on notera
2%, pour 2€G, 2% €G*, la valeur en z du caractére de G qui correspond & z*, On con-

viendra une fois pour toutes d'identifier avec G le bidual (G*)* de @ de telle sorte que Ton ait
(x,x%)y = (a2

(on pourrait tout aussi bien convenir de faire cette identification de maniére & avoir
£,2% ~{ 2%z, et ce serait méme plus commode & certains égards, mais cela choguerait
trop d'habitudes reques). Si x—zx est un morphisme de G dans H, son dual a* sera le

morphisme de H* dans G* tel que l'on ait
Cray*) =z y*a)

quels que soient x €@, y* € H*. Tout bicaractére de G x H s'écrit d’une maniére et d’une

seule sous la forme

f@,y) =<2y za%),

oit  est un morphisme de H dans G*, «* étant done le morphisme de G dans H* dual de a.
Si G- H, il faut et il suffit, pour que f soit symétrique en z, y, que L'on ait « =a*; on dira
alors que le morphisme « de @ dans G* est symétrique.

Si f est un caractére du second degré de G, on aura

fle+ 9 @) =@ yed, 1)

oil g=gif) est un morphisme, évidemment symétrique, de @ dans G*; on exprimera (1)
en disant que / et g sont associés I'un & L'autre. Si on désigne par X,(G) le groupe multi-
plicatif des caractéres du second degeé de G, I'application f—o(f) est un homomorphisme
de

cet homomorp

4G dans le groupe additif des morphismes symétriques de G dans G%; le noyau de

est le groupe multiplicatif X,(G) des de G. On peut en dire
plus dans le cas od z—2z est un automorphisme de G (ce qui a lieu par exemple si ¢ est

de type local ou adélique sur un corps k de caractéristique autre que 2

lorsquil en est

ainsi, on notera x—2-'x 'automorphisme de G inverse do x—>2.

. En ce cas, si g est un

sorphisme symétrigue de G dans G*, il est associé au caractére du second degré f,(x)=
2,272 si on note

Xiu) ~ Xy(Q), et

@) le sous-groupe de X,(G) formé par les f,, on a alors X,(G)=

G) est isomorphe au groupe additif des morphismes symétriques de

G dans G*.

On dira que le caractére du second degré f est non dégénéré

i le morphisme symétrique
4 axsotid A f est un isomorphisme de G sur G*; pour qu'il existe de tels caractéres, il est

Iecessaire (mais non suffisant) que G soit isomorphe & G*.

[1964b)
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2. Une mesure de Haar dz étant choisie dans G, la transformation de Fourier J,
relative & ce choix, est celle qui, & une fonction ® sur @, associe lu fonetion &* = J(d)

sur G* définie par
O* (") = _[(b(x)v@,;w “dr

lorsque cette intégrale a un sens, et pur un prolongement convenable duns d'autres ¢

Ty a alors, sur G*, une mesure de Haar dz* et une seule, dite ln duale de dr, telle que

transformation J- inverse de J soit donnée par la formule
()= jm' () Cx, — 2" - da;

pour cette mesure, on a la formule de Plancherel
f}dﬂx)\ﬂl::J‘\(I)'(r')\‘dz'.

11 est clair que, pour tout ¢ >0, la mesure de Haar sur G*, duale de ¢-dux, et ¢ 'de®. Cette

remarque peut encore s'exprimer comme su

LEmuE 1. Soient G, H deuz groupes abéliens localement compacts, munis de mesures
de Haar dz, dy; soient G*, H* leurs duauz, munis des mesures de Haar di*, dy* duales de
dx et de dy. Alors, si « est un isomorphisme de G sur H, a® est un isomorphisme de H* sur
G* etona |a*| =|al.

Rappelons que, si G et H sont des groupes localement compucts (commutatifs ou non)

munis de mesures de Haar, le module d’un isomorphisme « de ¢ sur // est le nombre

. fF(zz) dz,

o FE L\(H); si G=H, il est généralement sous-entendu qu'on prend de - dy, et alo

d(aw)/dz défini par la formule

J‘F(yidy =

4]

est indépendant du choix de dx. Pour démontrer le lemme, posons m = |a/; par transpor
de structure, « transforme dz en une mesure de Haar d'y sur H, et on voit aussitot que
&'y =m-1dy; il s'ensuit que a* transforme en dz* la mesure duale de d'y, qui est, comme ot

V'a vu plus haut, m-dy*; donc a* transforme dy* en m-'dz*, ce qui démontre le lemme

3. Soit z—>z¢ un automorphisme de G x G*; si on pose z=(z,2*%), on pourra auss

écrire ¢ sous forme « matricielle » :
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e = e (5 ah

ce qui veut dire, bien entendu:
(£.2°) > (xat 20y, xf+ 2" 0);

i %, 3, 7 & désignent des morphismes de G dans G, de G duny G*, de G* dans G et de G*
dun 3*, respectivement. On notera que le dual o* de I'automorphisme o de G » G* défini

par ces formaules est Nautomorphisme

01 . . oo
de G* - G. Soit 1 Visomorphisme (71 0) de GxG* sur G*xG, ou, ce qui revient au

méme. lisomorphisme (£, x%) = (= z%, 2) (nous désigr souvent par 1 U hisme

identique d'un groupe, quel que soit ce groupe). La formule

5 —p
TRy
o =n0n (‘y’ u')

définit alors un automorphisme o' de G = G*, et le lemme 1 du n° 2 montre qu'on & |o'] =
On notera que g—¢" est un anti-automorphisme involutif du groupe des automorphismes
de G - G*.

Pour la commodité de I'écriture, nous conviendrons de désigner par F le bicaractére

de (G G

)~ (G« G*) défini par

=z, 23> (2= (@, 7), 2= (@, 22))- 3)

Un automorphisme o de G x G* sera dit symplectique s'il laisse invariant le bicaractére
Fay,

) Flzg,2,)7", cest-d-dire si Pon a

F(2,0,2,0) F(2,0.2,0) ' = Fz,2) F (0, z)"

quels que soient 3, 2, dans G X G¥ on notera Sp(G) le groupe formé par ces automorphismes.

Pour que o soit symplectique, il faut et il suffit (comme le montre un caleul immédiat)

que gg* =1, o' étant défini par (2); comme on a || = |a], il s’ensuit que tout automorphisme

uplectique est de module 1. La relation go'=1 donne en particulier aff* =fla® et
L3+ 3%, e qui revient & dire que ag® et 30 sont des morphismes symétriques de G

“ans G* et de G* dans G, respectivement; au moyen de la relation o' =1, on voit qu'il

en est de méme de 320 et y*x.

(1964b)
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4. Pour tout élément w = (u,u*) de G x G*, on désignera par Uw) Nopérateur qui,

toute fonction ® sur G, associe la fonction @ = U(w)® donnée par
@' (z) = (U(w) ) (x) = Dz +u)- Cx,u*,;

pour abréger, on éerira Uw)®(z) au liew de (U(w)®) (z). Appliqués aux fonctions & € LAG),
los U(w) sont évidemment des opérateurs unitaires, et on a, quels que soicnt w,, w, duns
GxG*

Uuwy) Uwy) = Flawy,wy)- Uy 0y),

ob F est de nouveau la fonction définie par (3). On en conclut que les opérateurs - 1'(w),

pour w€ G % G* et 1€ T, forment un groupe, dont la loi de composition ext donnée par
(wy,) (weyty) = (w; +wy, Flwy,wy) 1) (4)

autrement dit, la formule (4) définit une loi de groupe sur Uensemble (- (% T; et, »i
on désigne par A(G) le groupe ainsi défini (qui, avec la topologie évidente sur ¢ %~ 7'
est un groupe localement compact), I'application (w,t)~t" U(w) définit une représentatior
unitaire de A(G). On désignera par A(G) le groupe formé par les opérateurs ¢+ U(w); o
on le munit de la topologie induite par la topologie « forte » dans le groupe des automor
phismes de L¥G) (cf. plus bas, n° 35), il est facile de vérifier que (w,t) =+t~ Ulic) est mém

un isomorphisme de groupes

Le centre du groupe 4(G) est évidemment formé par les éléments (0,0); il est isomorph
A T, et on le notera 7' pour abréger. 11 est clair que (w,))~~w est un homomorphisme d
A(@) sur G % G*, de noyau T4 il permet d'identifier 4(G)/T'4 G + G*.

5. Soit B(G) le groupe des automorphismes de A(G). Un automorphisme s de B¢
induit, sur le centre 7' de A(G), un automorphisme, qui ne peut étre que £+t ou t #1; et
induit, par passage au quotient, un automorphisme o sur <A(G)/7, cestidire G G
On notera By(G) le groupe des automorphismes de (() qui induisent Videntité sur

centre T de A(G); Cest By(G) que nous nous bornerons & considérer désormais, bien qu

les résultats qui suivent puissent en partie s'étendre & B((7). Suit s un élément de Byl

induisant o sur G x G*; il est immédiat que s peut s’éc
(w,t)s = (wo, f(w)t), (

ot f est une application continue de ¢ x G* dans T. Pour que cette formule définisse v

automorphisme de A(@), il faut et il suffit que I'on ait

Jwn+ ) [ ) (w0g) = Flw,0,10,0) F Gy ey ! (
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el e ~uient iy, iy dans G G*, ce qui montre en particulier que f est un caractére du

ant que le second membre est symétrique en

iré de - 7%, De plus, en exprin

~ecund d
w0, €t w,, on Yoit que g doit étre symplectique.
f et o satisfaisant

On Cerira s = (a, /) quand s est automorphisme de A (G) défini par (3

la relation 16). La loi de groupe dans By(G) est alors donnée par
(0,/):(0".f) = (00",f")
it 7 est défin, pour tout w€G - G*, par la formule
f )= fae)f ). (7

Lapplication s—g est un homomorphisme de By(G) dans Sp(G); son noyau est formé

Jar les dléments (1,7), ot £, d’aprés (6), est un caractére de G x G*, done de la forme

flu,u®) = Cu,a*>-da,uy,

avee (€6, u* €6, Mais on vérifie immédiatement que (1,/) est alors 'automorphisme

crminé par Iélément (—a,a%,1). Le noyau de s— est done formé par

intericur de A7) d
Jex attmorphismes intérieurs de A(G); il est isomorphe & A(G)/7, done & G < G*.
On peut aller un peu phus loin en explicitant le second membre de (6); ¢ étant mis sous

furme matricielle comme au n® 3, posons

(%) =, u*)- <y, —up
7

i caleul fucile permet alors de mettre (6) sous la forme
Juty g ud = ) = f (g, D) [ (g ud) - oty uy Bt Cuf 8%, >
Posons g.u) = £, 0),h(u*) = (0,u®); en faisant u, =0, uf =0 dans la relation ci-dessus,

o1 Vit que f'(u, u®) West autre que g(u)h(u®), puis que g et h satisfont aux relations

gluy + uy) = guy) glug) -y, Uy

hu + ud) = h(ul) b (a3

iy, ud,

u autrement dit que ce sont des caractéres du second degré de G et de (7%, respectivement

Associés aux morphismes symétriques x3%, yd* de G dans G* et de G* dans G. On a alors ©

fou,u®) =gl h(u®)- u*y,up>.

On 4 naturellement des résultats plus précis quand x—>2z est un automorphisme de

Compte tenu du w1, les formules ci-dessus montrent qu'alors, & tout automorphisme

symplectiue a, il correspond un élément (o,f) de By(G), quon obtient en prenant

(1964b)
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“luaf*s,  hlu%)

VLIRSS

glu) =<

formules définissent un monomorphisme de Sp(() dans B,((6), ¢t 15,16 est le

De plus, ce
produit semidirect de Uimage de Sp(G) par cette application et du groupe des autonmor-
phismes intéricurs de A(G); par suite, By(6) est alors isomorphe dun produit senidirect

de Sp(6) par G = G*.

6. Revenant au cas général, soit toujours s = (,/) un élément de By, ot écrivons ¢

el duite au n® 3. C

sous la forme dabord le eas vit f 0 ety 0

la condition de symplecticité, go" = 1, donnc alors & = a*~*, d'oit résulte que e secord menihie
de (6) a la valeur 1; on satisfait done & (6) en prenant /1, ct s ne differe de (a,1) que par

un automorphisme intérieur. Pour tout automorphisme « de G, nous poserons
P

dy(a) 7(( oglb 2

0@ = (5 1) 1)

a—dy(x) est done un monomorphisme du groupe des automorphismes de (7 dass e groupe
By@).
Soient maintenant « =0,

=0; comme ¢ est un automorphisme de 7 + (7%, cela implique
que B,  sont des isomorphismes de G sur G* et de G* sur €, respectivement; wlors ag' |
donne f#=—y*-1, et on vérifie immédiatement qu’on satisfait & (6) en prenant jiu, «*)

<, —u*y. Nous poserons, chaque fois que y est un isomorphisme de (% sur (/.

di(y) ((: _x~ '), Cuy =t

Soient encore a=1, 9 =1, y =0; gg' =1 se réduit alors i 5 *, et les formules du n* 5

montrent que f est de la forme g(u)h(u*), ol k est un caractére de G* et g un caractére du

second degré de G associé & f. Cela conduit & poser, chaque fois que f est un caractire du

second degré de @, et que g est le morphisme symétrique de ¢ dans (% associé i f -

wn=((5 ¢)-1):

f-t(f) est alors un monomorphisme du groupe X,(G) des caractéres du second degré de ¢

%, wssocid

dans le groupe By(G). De méme, si f est un caractére du sccond degré de

morphisme symétrique o' de G* dans @, on éerira

(5 ) 1)

ce qui définit un monomorphisme de X,(G*) dans By(().
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i ext un caractére du second degré de G, et x un automorphisme de @, on conviendra

de poser
(@) = flext)
cependant, comme cette notation préterait & confusion pour a = —1, on éerira f~(r) =
7o r)) s avee cette notation, on a
dy(2) Mt (f)dy (%) =t (). dy (X)) dg () ' =5/
Sz est comme ci-dessus, et si y est un isomorphisme de G* sur G, on a
4y () =di () dy (2), (2" y) =dy (@) d; (v

Lu premicre de ces relations montre en particulier que lensemble des éléments de By(G) de

lu forme dys), Sl west pas vide, est une classe & droite par rapport au sous-groupe de

B,6) formé par les éléments de la forme dy(a). Plus généralement, on observera que,

daprés (), st un édlément s de By(G) est de la forme (g, 1), le bicaractére ¥ doit étre invariant

par ot comme G* est lensemble des 2, €6 G* tels que F(z,2,) =1 quel que soit zy, et

que G est lensemble des 2, €G < G* tels que F(z,2,) =1 quel que soit z, il s'ensuit que o

0 . ,
est alors de la forme (: é), et par suite, comme on I'a vu plus haut, qu'on a s =d,(a); la

formule () montre alors que, pour que deux éléments s =(a,/) et 5" =(a",/") de By(G) ap-
particnnent & une méme classe & droite suivant le sous-groupe des éléments de la forme

dy 2, il faut et il suffit que lon ait f=f".

3. Convenons désormais, pour s=(a,) et 6= (: g) de poser y=y(s); et désignons

Jur G ensemble des s € By(@) tels que y(s) soit un isomorphisme de G* sur G (cet

ensemble pouvant étre vide). On a alors le résultat suivant :

ProrosiTioN 1. Lensemble Qy(G) des s € By(G) tels que y(s) soit un isomorphisme de
% sur G est Uensemble des éléments de By(G) de la forme
5=t do (ol f2), ®)
S et isomorphisme de G sur G et oi fy, f, sont des caractires du second degré de G
ot tout Ioment de A2y(G) se met sous cette forme d'une maniire et d'une seule.
Nis et donné par (3), on a y(s) =y, done s est dans Qy(G). Réciproquement, soit
L f1E8, G il est possible de satisfaire & (8), on devra done y prendre y =y(s). Soit
x

3 ’ P
',)_ comme le montre un caleul facile, pour que (3) soit satisfait, il faut et

alors a ( !

it ~uffit que Fon ait
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hw) = fu, = uay™), folu) =f0,uy ).

Cela démontre la proposition. On notera qw'en appliquant & () Mhomomorphisie s -a,

Gaele TR

en raison de la symplecticité de o, ay~" et y~1 sont des morphismes symétriues de (¢ dans

on obtient la relation

*; ils sont respectivement associés & f, et & fy.

On obtient une relation importante en considérant un caractére du sccond degré f
non dégénéré de G, ce qui veut dire que le morphisme g associé & f est un isomorphisme de
G sur G*; alors la fonction /' sur G*, définie par

[ =),

est un caractére du second degré de G*, associé au morphisme symétrique o' de (% sur (7.
La proposition 1, appliquée a t;(f), donne
Gy =tohdile e (f ),
oit f- est défini par f~(z) =f(—x) comme on I'a dit plus haut. Un caleul facile donne d'autre
part
to(f)=dole o (f Ndi(—e ")

Comme en méme temps on a dg(0~1)? =dy(—1), on tire de 1 la relation que nous avions en
vue :

di(—e (Do Nt () =tolf il —0 ). )
En tenant compte des relations obtenues au n° 6, on aurait pu mettre (9) sous la forme plus
simple

(Do~ )P =e.

ol e est I'élément neutre de By(G); sous cette forme, elle est hien connue dans la theéoric
classique du groupe modulaire. Mais c'est la relation (9), telle qu'elle se trouve derite ci

dessus, que nous aurons & utiliser plus loin.

8. Les automorphismes du groupe A(G), isomorphe d .1((), qui a été introduit au
n° 4, sont bien entendu les mémes que ceux de A(¢). Nous nous proposons maintenant de

démontrer que tout automorphisme s € By(() de A((7) est induit sur

A7) par un automor-

phisme intérieur du groupe de tous les opérateurs unitaires. Ce théoréme oot ¢ i 1 Segal

(6] dans le cas ot z=2z est un automorphisme de (i, et nous lui empruntons se méthods
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de dénionstration, qui consiste a introduire une algébre d’opérateurs naturellement us-
~ocice wu groupe A((). Pour cela, on posera, en un sens qui va étre précisé dans un instant :

Uig) = J U(w) g () duw,

vit  desizne une fonction sur G - G*, et ot w = (u,u*) et dw =du-du* (mesure qui ne dépend
pas du choix de la mesure du sur ). Autrement dit, si @ est une fonction sur G, Ulg) ® est
Lo fonction définie par

Cig)d (o) @) O () ¢ (w)die= | D (x5 u)- Cxus g (u,u)du du* (10)
il nous supposcrons provisoirement, pour fixer les idées, que ¢ et ® sont toutes deux
continues & support compact. Cela s'éerit aussi

U@ = [ K n @)y (1)

it K est donné par X
K(x.p= Iq (y—xu%)-

xut) - dut,
ou. ce qui Tevient au méme

K(z,z+u)

I.q (4, u") - (U - du

on obtient done K(—x, —zu) & partir de g(u,u*) en appliquant, pour chaque valeur
de u, 1 transformation de Fourier & ¢(u,u*) considérée comme fonetion de u*. Dans les

conditions de validité de la formule d'inversion de la transformation de Fourier, on aura

done ¢

o ut) = J K x+u)e e, = 'y dr;
de plus. en vertu du théoréme de Plancherel, on a
ILKU,J,)\-',{;.I,,WJ|Q (u, ) [P du du®,

<o qui montre que I correspondance entre les fonetions ¢ sur G G* et les fonctions K
G G, définie par les formules ci-dessus, se prolonge par continuité & un isomorphisme

w

Lursque A est La fonction définie par K(r,y) P(x)Q(y), nous écrivons K =PEQ; et, si

L6 - %) sur LG~ G).
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P et Q sont dans L¥(G), nous écrivons (P,Q) = [ P(x)Q(x)dx; avee ces notations, les formules

ci-dessus donnent en particulier

W HPBQ) (w) = (P, Uw) Q). (12)

9. Soient maintenant ¢, ¢, deux fonctions sur G » G*, que provisoircuent nous sup-

poserons continues & support compact; d'aprés (10), nous aurons

Ulg) Ulg) = Ulga)

olt gy est donné par la formule

P3(w)= fw.tww.m(w.uw =y, ) duy )

comme précédemment, F désigne ici la fonction définie par (3) au 1 i

K= Wi(g) pour i=1, 2,3, (11) montre que K, est donné pur

i on pose

]\':(.r,yj;J‘K‘(I,z)l\'z(z,y)d:, (14)

ce que nous conviendrons d’éerire Ky =K, x K;. De plus, les formules cidessus se pro-
longent par continuité aux espaces L(G x G*), L¥@  G). Nous aurons besoin du lenme
suivant :

Lenys 2. Soit K €LXG  G); pour que K soit de la forme P Q, avee P et Q dans LA((2),
il faut et il suffit que, pour tout K' € LAG  G), K < K' x K ne diffire de K que par un facteur
scalaire. Soient K =P@Q, K'=P'®Q', avec P, Q, P', Q' daus LA(i); pour que It I (resp
Q et Q) ne diffirent U'un de Vautre que par un facteur scalaire, il faut et il suffit que, pour tout
K*=P"®Q" avee P* et Q" dans LXG), K < K" et K’ x K* (resp.

ferent Pun de Vautre que par un facteur scalaire.

Kot K"+ K') ne dif-

La deuxiéme partie est évidente, et il est évident aussi que, dans la premicre partic,
la condition énoncée est nécessaire; pour voir qu'elle est suffisante, il suffit de Pappliquer
au cas ol on a pris K’ =P'®Q'. i
La seule conséquence de ce lemme dont nous ayons besoin est la suivante © |
Lemme 3. Soit K->K* un automorphisme de Uespace hilbertien LG - ) muni de la loi |
de composition (K, K,)—K, x Ky définie par (14). Alors il y a un awtomorphisme t de L¥(6)
tel que on ait, quels que soient P et Q dans L¥G), (PGQ) ~ P (f, oi I est I' « imaginaire

conjugué v de t, défini par Q'=(¢).
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Eu effet, dapris le lemme 2, tout élément (PEQ)* de LHG <) est de lu forme P'g
it Py tel que [[Pof] =13 comme s conserve la norme, on peut mettre (P& Py sous

1= cconde partie du lemme 2 montre alors que,
L formie Py - Qp avee [[PG]| =[|Qo] =1. La seconde partie du lemme |

s que soient P, @ dans LH(G), (PEPy)* et (Py&Q)" se mettent respectivement, d’une
drune seule, sous la forme P'EQ et PuRQ'. Si on éerit P =P Q =@ il est

Liere et
fons lindaires de L¥(G) dans L¥(G) et que P = Py, P§ =Qu; comme

it que t,a sont des applicat

¢ - (), il en est de méme de t et de u dans L¥(G). Comme on u

conserve la norme dans ! !
P o=z Py < (PyQ), il sensuit que (PEQ)* = P'@@!, avee e —~(P,Q0); pour P=P,,

=@, cela donne c=1. Comme on a

(PEQ) * (PER)=(P.Q)- PEQ,

P @ =" on a (P,Q) = (P,Q); il s'ensuit que u=1. Enfin, comme

i vuit que, pour P’ )
ce sont donc des automorphismes

1 4 les mémes propriétés que s, ¢ et u sont inversible
de L)
10. Sit 5 =(0,f) un automorphisme de A(G) appartenant & By(G); nous le faisons

wpeérer ~ur A(G) de la maniére évidente, au moyen de Visomorphisme entre A(G) et A(G)
Wi moue & <ervi & définir ces groupes au ° 4; en particulier, le transformé de Uw) par s

e dome Ty ) Ulaea). On en déduit aussitot un automorphisme de Valgébre des

cpcrateurs Cly) introduits au n° 8
Uly )= Uwo)f(w)g (w)dw,

e quion peut derire U(g)* = Ulg?), ob ¢* est donnée par
¢ ) = fwa g (wa )

idemment un opérateur unitaire dans LG * G*), laisse

1l sensuit que ¢ —>¢*, qui st Lo
Avariante la loi de composition (13); cest ce qu'il est facile aussi, bien entendu, de vérifier

Wi(g*), ou en

Par suite, si on derit, dans ces conditions, K= W(g) et K

directement.
ation K—K* de LG x G) dans L¥@ X G) par la

Lautres termes sion définit une applie

formule

=R R,

é 3. Diayrés il y a donc un
cette application satisfera aux hypothéses du lemme 3. D'apsds ce lemme, iy done un

sutomorphisme ¢ de LAG) tel que l'on ait, quels que soient P, @ dans L¥(G), (PRQY =

ions. écrivons P->s-1P au lieu de P—P'; remplagons
P+ ¢ Changeant maintenant de notations, écrivons P—s~tP au lieu de f P remplag

1 gt . et appliquons (12); eela donne:
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(P, U(w)Q)* = (s7'P, U(w)s~'Q)
Par définition de ¢*, le premier membre a la valeur
fwa)- (P, Uwa)Q) = (P, f(w
puisque (P,Q) est antilinéuire en Q et que f prend ses valeurs dans 7% et le second membre
est égal & (P,sU(w)s~'Q) puisque s est unitaire. Comme la relation obtenue est valable
quels que soient P, @, on a done
flwe=)=U(we) =sU(w)s~!
d'oir, en remplagant w par wo
s 0 (w)s = flw)- Ulwe) = Ulw)’. (15)

Cela revient & dire que I'automorphisme intérieur déterminé par s dans le wroupe unitaire

induit sur A(G) l'automorphisme 5. Réciproquement, s étant donné, cette relation détenmine

5 & un élément prés du centralisateur de A(G). Mais, si un opérateur unitaire est permutabl

avec tous les U(w), il 'est aussi avec tous les U(g), donc avec les opérateurs de la forme
(11) quel que soit K €LXG % G). Pour K =P®Q, (11) définit lopérateur & -(d,Q)-F;

si O—® est permutable avec celui-ci, on aura donc

(@,Q) P =(1,Q)-P

quels que soient P, @, & dans L¥(G); done & est de la forme b —1-®, it £ ext un sealaire;
si cet opérateur est unitaire, on a t€ 7', On notera T le groupe formé par les opérateurs de
cette forme; cest le centre de A(G), et c’est aussi le centre du groupe de tous les auto-

morphismes de L¥(). On a done démontré le théoréme suivant:

Tugorime 1. Le centralisateur de A(G) dans le groupe des automorphismes de L4(G) est
le centre T de ces deux groupes; de plus, si By(G) est le normalisateur de A(€) dans le méme
groupe, tout automorphisme de A(G) induisant Uidentité sur T est induit sur A(() par Pauto-
morphisme intérieur déterminé par un dément de By(G); et B((4)[T est isomorphe a By((h),

Cest-d-dire au groupe des automorphismes de A(G) induisant Uidentité sur T

11. On sait que la transformation de Fourier induit un automorphisme sur i certain

(dites, assez « indéfiniment différentiables i

espace de fonetions cont prop

décroissance rapide »); cet espace S(@) a méme été introduit avant tout pour cette raison,

par L. Schwartz ([4], Chap. VII) dans le cas de R" et par I Bruhat [1] dans e cas

Nous allons voir que les opérateurs de By(G) ont la méme propri
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Rappelons la définition de S(G) pour un groupe abélien localement compact @. Con-
dire de la forme @=R"xZ? x T¢x F,

idérons d'abord un groupe « élémentaire », c'est
o F et un groupe fini. Une fonetion polynome sur @ sera, par définition, une fonction
(i et <éerire comme polynome par rapport aux coordonnées relatives aux facteurs
R et Z dans le produit G; $(6G) sera alors I'ensemble des fonctions @, indéfiniment diffé-
rentiables sur G, telles que P+ D soit borné sur G quels que soient lopérateur différentiel
invariant par translation D et la fonction polynome P; la topologie de S(G) est celle qui
o déduit de Vensemble des seminormes sup| P+ D®|. Dans le cas général, on introduira
tous lex couples (H,H') de sous-groupes de G ayant les propriétés suivantes : (i) H est
engendré par un voisinage compact de 0 dans G (il est done ouvert et fermé dans G);
i) H' ext un sous-groupe compact de H, et H[H' est isomorphe & un groupe élémentaire.
A un tel couple, on fait correspondre la famille S(H, H') des fonctions continues sur G a
support_contenu duns H, constantes sur les classes suivant H', et telles que la fonction
wur H H' qui s'en déduit par restriction & H et passage au quotient appartienne A S(HH').
Alurs $16) est la réunion des S(H,H'); on lui donne la topologie ¢ limite inductive » de
elles des SUH H), cest-idire qu'un ensemble convexe X est un voisinage de 0 dans
$163) <i. quel que soit le couple (H,H'), Vimage de X 0 S(H,H’) dans S(H/H’) est un voisi-
fage de O dans S(H/H').

Nous nous proposons de faire voir que tout s € By(G) induit sur $(G) un automorphisme
e 5.6y, il suffit pour eela de montrer que s induit sur S(G) une application continue de
§166) dans lui-méme; c'est ce quon fera en suivant pas & pas lu démonstration du théoréme
s1, P au liew de P pour P € L¥(G), et nous ferons

1. Nous écrirons de nouveau t au liew de

la démonstration pour I'opérateur P—P*. D'aprés co qui pré

tde, si on se donne @ +0

3), Papplication P—P* est la composée des suivantes :

dans §

() PoK=PRQ; (b) K—g=W (K} (0 ¢~

W (@ K -PEg-P;
er de §(G) & S(G @), puis & S(GXG),

() ¢*—K"

il suffit done de montrer que celles-ci font pa
A S(G <), puis & S(@), chaque fois de fagon continue. Pour (a),

puis a S G*), pu
st e diats st immédiat aussi pour (¢), & condition de remarquer que, si une fonetion
K€ S+ () ext de la forme POQ au sens de LG  G), elle est de la forme P@Q avee P
0 dans $(@), application P—P@Q est un isomorphisme
e .66 sur un sous-espace fermé de S(G < G). Pour (8) et (d), il s'ugit de montrer que w

G+ G*) sur §(G*G); or W est composé de I'opérateur

ot @ dans S(G), et que, pour @

Wéteriine un isomorphisme de St
Fre ~Fuy -, o), qui détermine évidemment un automorphisme de S(G7G), et de

la transformation de Fourier particlle relative au second facteur du produit @< G* On
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est done ra T t B sont des hes s
ené & vérifier que, si A et B sont des groupes abéliens localement
ocalen ompac

et si B* est le dual de B, la transformation de Fourier particll:
f@,b)=>f'(a,b*) = [‘/(a.b)‘(b,b' rdb

détermine un is hisme
omorphisme de S(4 % B) sur §(4 x B¥). C'est i une généralisation facile du

théoréme analogue sur la transformation de Fourier ordinuire

2. 1l nous reste & considérer (c! mme un a 5 .

e c (c). Comm utomorphisme ¢ de (/-

¢évidemment un automorphisme de §(G % G*), nous sommes done (.
one

G & G xG*) ramenés & démontrer ce qui suit :

détermine

aprés wvoir substitué

ProPOSITION
morphisme de $(G).

Soit f un caractére du second degré de Gi. Alors ® Of ost wn aut

Soit d =R x 2

mvienl:‘: i‘a;:::ll Zuelt :“f”"x 7t"‘><'1", avec F fini; comme on le voit fucilement, tout
" ontre 2 p out opérateur différentiel D invariant par translation sur ¢,
il y a une fonction polynome P sur @ telle que | Df| <|P|. Clest ce qu'on vérific
difficulté en exprimant f sur les classes suivant R x 79 dans G au moyen o la (rm::;x

1) durn®l, et e
(1) dun1, et en remarquant que, sur R"x 7%, f est nécessairement de la forme ¢4 7 (

;u j;:llzaji‘:w;f:m?b (un% f(.)rme quadratique sur R" ¢t x étant un caractere (/1)
o b s s général; soit o le morphisme symétrique de ¢ dans (% wssocié & f.et
oo u;:m ;uua-grf)upe H de G engendré par un voisinage compact de 0. Pour qu’un
s““i:r::r}:ne o:lleﬂ:i B:::IS:I;;!SE jn(:u conflitiun (ii) de la définition de S(H,1I'), il faut et il
e o de, ; o p. 60), que le groupe H,, qui lui est associ¢ par dualité
ool )soltv ‘en'gendré.pmr un voisinage compact de 0; alors le
ionc » ,M 0 i méme propricté, co qui montre qu'en remplagant /7, pur celui-ci,
done 11 l;), ux? groupe plus petit qui satisfait aussi & (ii), on peut faire en sorte qu’on ait
Ei Pnr:i.culizfrea‘ (L) t‘lu n° 1, cela ({onne f(h+h')=f(h)f (k) chaque fois que h € H, k' € H'.
: , /'m> uit alors sur ' un caractére de H', qu'on peut, en le prolongeant i v
uu'nctére' de @, écrire sous la forme <A',a*) avec a* € G*, En remplagunt H L'l r .
;z,ngendm par H, et a*, on peut alors faire en sorte que a* soit dans H.; cu.x]fh:::.c/“i!:(:f:e
a constante 1 sur H’ et est constante dans H sur toute classe suivant 1;: D"‘«p;éqvce q u'u:\
:‘iézf:fs::;:e cas ol G est un g-ruupe élémentaire, il s’ensuit, par passage au mm:u-m,
2 : nine un automorphisme de S(H,H’). Comme il en st ainsi pour tout
anlnsfmn&nt.r\ (i), pourvu que H’ ait été pris assez petit ct satisfasse & (ii) .‘un chéve |
flemun.su-ntlon (compte tenu de la définition de la topologie dans § A -
oot g s S((4) comme limite

11~ 042046 Acta mathematica. 111, Tmprimé Lo 3 juin 1064
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Lisme 5o = (0,]) de By(G) sur Bol@) déterminé par (15) sera noté
1. L homoworphisme s=-5 = (0,

5 r ¢ Sn général (comme
[‘\]IL;\‘(\\!\L(]IE
rojection canoni
, ot appeld

’ s de sect de
« de type local), il n'existe pas de section d
trera plus loin Iexemple des groupes de type local)

e s et
Leotis dle By((G) qui soit en méme temps R sousErone
By ausdessus de By

s s ssus des sous-groupes et
r quon peut du moin definir des sections au-dessus d m
- savoil on

de By((). Mais il est

tri= utile d

neemibles de By(() qui ont ét¢ ntroduits aux n” G et 7.
<usensembles ¢

isme i sera
<ot B € L), Pour tout automorphisme % de @G, on po:

dy(2)®() = | x|} Dlxa)-

Pour 1t caractire du second degré f de G, on poser
() O) = @) ().

 de G* 3 7, on posera
Pour tout ismorphisme y de G* sur G, on ¥

o D
L=y 1o (" )
é Fouris e vérifie sans
cédemment, ®* désigne la transformée de Fourier de ®. On Hd,‘::;‘ie
. comme précéde y o e
P 4 sont des « relevements » & By(G) des applications Ao, 1, d défin
;s s

ol 1yl d= o0l De plus, do et ty sont des
b o= 00t

diffienité que dy, Lo,
P l“(q‘bmm\ A:::“(l)l“(l‘-“] d:;u ::u\lpc des automorphismes de G, et du groupe Xo(G),
s o, g 3 /7 st come s, o |

4y (N &y () =t () & (y2) = 4 () do (), G Ty) = do(2) do()

. 7 permet alors de « relever » & By(G) tout ¢élément de Uensemble

e 5 celle-ci, tout s €Q(G) se met d'une

(23 défini dans cette proposition. En effet, d'ap!

seule sous la for s étant donné 3] 5 poserons
t donné par (3), nous p

le sous la forme (8); s ¢

manitre et d'une seu

£y () = to () B o Ua)-

eri : Lhabitude,
g iter cutte le; en éerivant, comme ¢
A dle permet dlexpliciter cette formule;
Un calenl facile permet d
x B .
i | »" on obtient
! 5 *) dat 16)
@@ =] *d)(x'z caty)f e ety dat (

s de la

e ell
évidemment les mémes que cel
¢ de cette formule sont évidemme
de validité de cette forn
Les conditions ds

Sourier, qui a servi & expliciter
i amation de Fourier, q
. definition » de la transform
formule de « défini

€ ) c est Vi 3 r tout x si
it Lable presque partout si @ L2@) 1 LY(G): elle est valable pour tou
elle est valable prest '

exent L v
GdE ’]r') les deux membres Jdéfinissant alors une meme fonetion de $(()
i), les de
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14. On obtient des résultats importants en « relevant » i B((4), au moyen des appli-

cations du n® 13, des relations ent

éléments de By(G); Cest ce que nous allons faire d'abord

pour la relation (9) du n® 7. Comme au n° 7, nous considérons done un caractcre du second

degré f non dégénéré de G, associé & l'isomorphisme symé

ique o de (7 sur (% Disignons
pour un instant par s et 8° les opérateurs qui se déduisent respectivement du prenier et
du second membre de (9) lorsqu'on y substitue dj, t, & d; et t,. D'autre part, & érant provi
soirement supposée continue i support compact, posons B,

Do f, cette notation dd
signant naturellement le produit de composition usuel

®, (x)- l‘ll(u]/(r«u)nu,

alors un caleul facile montre que s®, s'® sont donné

s par
sB(z) = 0| DI (x0), S'D(x) = o]} D*(ro)- flx).

Les opérateurs introduits ici étant tous unitaires, il s'ensuit que Popérateur 4 - » f ext
continu au sens de L¥@). De plus, la relation (9), qui s'écrit muintenant 7,(x) - 7,(s'),
implique que s et s’ ne peuvent différer que par un facteur scalaire de valeur absolue 1
Nous écrirons s=p(f)s’, ce qui donne, en substituant x%! i « :

J@xp=y(hle

“1J(D)-g, .

ol g est le caractére du second degré de G*, associé & — g1, qui est défini par

9(@*) = fla*o=).

Conformément aux conventions usuelles dans la théorie de la transformation de Fousier,
on exprime (17) en disant que y(f)|o| ~g est la transformée de Fourier de f. Nous avons ainsi
démontré ce qui suit :

THEOREME

t f un caractére du second degré non dégénéré de G, associé i Uiso-
morphisme symétrique g de G sur G*, Alors f posséde une transjormée de Fourier Jif), donnde
par la formule

T @*)=y(h)]

H(z*e),
ot y(f) est un factewr scalaire de valeur absolue 1.

Répétons que cette assertion doit étre entendue dans le sens suivant

 Papplication
- f se prolonge par continui

L3(G), et, pour tout ® € LA((7), on a T( = f) - b*-Tif).
Par transport de structure au moyen de 'isomorphisme o de (7 sur (7%, on en conclut qu'alors

on u aussi F(@f) = W% % T(f). Aumoyen de la proposition 2 du n®

on veit de plus que,
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rDES s b ette derniér s tions continues,
D € S(6). deux membres de cette derniére relation sont des foncti

au sens 2(G*), mais oint, puis, par
Alité a lieu, non seulement au seiis de L¥G*), mais en tout point, P

. pour la relation précédente. Nous expliciterons

ransport de structure, quil en est de me

ce résultat sous forme de corollaire :

3 Les hypothises € ations elles du théord soit de plus
« ke L. Les hypoth ¢ notations étant celles du_ théoréme soit de pl
UROLLA

D € Si65), et soit @* = T(D). Alors on a, pour tout *EG*
D E S, et

(0m 01 o D] PO DT

r T, ra* f ui roqu i ue celle
1 obtient une formule qui, réciproque nent, implique
En particulier, § =0,

du corollaire 1

on a, pour toute

forime 2.
(CoroLLAIRE 2. Les hypothéses et sotations étant celles du théoréme =,
OROLLA s hy

jonetion ® € SG) -
H ' Dlr— y)/w)d!/) de=y(hlel™? ..‘D(r) dx.

) ¢ d’un groupe G en vertu du
ux caractéres du second degré d'un groupe G en vert
d'un gronpe

s res y(f), attaché

s nombres y(f), & '
) t grande rtance e rie mbres. Dans le cas
hé 5 ont une grande importance e théorie des nombre:

théoréme 2,

ines huitiemes de 1'unité,
¢ de type local, ce sont, comme on le Veri plus loin, des racines huititme
,Ammn-n‘!évs aux sommes de Gauss. ‘
de () dans By(G), défimi au v 13, améne & m'.mdm'n: D
4 trois éléments de ((G) tels que
) dans By(G) et wen différe done que
gt maintenant de déterminer. O,

15. Le«re Uk
teme de facteurs » sur Q,((). Soient 3,

vement » Fo

suit un o

5. Alors To(s)Fols) & méme image que Fos”

V'on ait s o]
: L vest celuicci qu'il
par un facteur scalaire A(s,s) ET; clest celui-ci q
i cteur est défini par
avee des notations évidentes, ce facteur es t défini pi

A )t B )

1) do () o f2)* tof1) 45 o2

fii. On aura donc:

fo=fafie fs= I i
dwnuund;w'):»J.ts,s’mt/ad&w“)wn- (18)

Posons

3 iqué 2 » fonction @, donne
Lopérateur du premier membre de (18), appliqué a une

NI (GEr e
4 condition de poser

Y=ot (- xy” W @) = @) o)

¢ de G, ié au morphisme sy
un caractire du second degré de G, ussocié &% morp

[1964b)
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o=y tei=y 0t a'y' =y

comme il résulte des formules du n 7; done f, est non dégé

¢, et sa transformde de Fourier
est donnée par le thy

eme 2. La transformée de Fourier 17 ext alors 1™ « Jij,). Comne

W* est donnée par W (u?) = || - ®(u*y’), Vimage de & par Popérateur du prewicr membre

de (18) est done (compte tenu de ce que g

y(fo)- |y

ot O .
aryy" ) ity

j‘”iu‘y'l/u<

D'nutre part, image de & par lopérateur du secand membre do (18) est
8,8) fol@) - [y7] |d){u)/.(u)‘<u. £yl du

On peut vérifier, bien quassez laborieusement, que ces deux images ne différent que par
un facteur constant; mais cela résulte déjd des caleuls ci-dessus, et c'est inutile pour notre
objet, qui est seulement de déterminer A(s,s'). Pour cela, il suffit d'observer qu'apris avoir

fait dans la premiére intégrale le changement de variable u=u*y’, les deux intégrales
apparaissent respectivement sous la forme ¢, [®(u)g,(x,u)du, ¢, [ @)y e, 00du, vt o), ¢,
sont des constantes et g, g, sont des caractéres du second degré de (7
aient méme valeur quel que soit ® € L¥(@), il faut évidemment que ¢,

premiére de ces égalités donne A(s,s') =y(fo). Cest la le

G. Pour qu'elles
et gy gy or la

ltat que nous avions en vue, En
l'explicitant au moyen des formules du n® 7 et du n® 13, on peut U'énoncer comme suit

TugorEME 3. Soient s=(0,f), 8 =(d',f'), 8" =(a",[") trois éléments de Byti) tels que
=ss'; supposons que, lorsqu'on érit a,0,0" sous la forme

(= B (« B\ (P
o B ’ -
(59 o=l 0 (0 )
727/y" soient des isomorphismes de G* sur G. Alors la formule

folw) =H0,uy™) f (u, —ua’y"™")

définit un caractire du second degré non dégénéré de G, associé i U'isomorphisme symétrique

J7ly"y' =1 de G sur G*; el les opérateurs To(s), bo(s'), To(s"), respectivement assorics @ 5,5,5" au
moyen de la formule (16), sont liés par la relation

T3 Tls’) = o) Tols)s
oit lfy) est défini par le théorime
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Tud

de G, et soit T le sous-groupe fe

groupe fermé
mble des £* €G* tels

16, Soit maintenant I un sous:
1+ theorie de I dualité, cest-d-dire Vense

e (6 i lui ext associé par |
€T on peut alors, comme il est biew conntl identifier I,

o0 1 quel que it
malons dés maintenant les cus qui intéres-

e

dualde G 1 et G* I, avee celui de T

-a-dire est

e sont les suivants © (@) G est de ype local, ¢

et b théurie des nombr
s e vectoriel X de dimension finie, s un corps k localement compact & valuation
enable d'une hase de X, est le groupe des points dont les

¢t T, pour un choix conv’
ur €, et est donc un

discréte,
<t de type local sur I ou s

s-groupe engendré par une base de
X, @A, (cf. 0 1), et =X
+ G* qui transforment

s sont des enticrs de k; (0) G e

coordon
r R, et Destles

« vectoriel de dimension finie su

G sur Ri (0)
On notera que, dans ces trois ¢
le cas (@), [ et T, sont comp:

est de type adélique, done de la forme X
ax, il existe des isomorphismes de G

acts A quotient discret, e!

[ en I, dans ¢ dans les cas (b) et (€)
¢ discrets & quotient compact.

GT d'un élément x de G, et
Haar df dans T e

ils sont
On notera £ limage dans 2+ Vimage dans G*[T, d'un

On choisira des mesures de t di dans G/ de maniére

Sément x* de
quon a, pour toute

sbolique de = d§dé, ce qui signifie, comme of sait,

| ®wde L ‘-U.x-w““ £ dis

Je

A avoir Tégalité
fonction d €LNG)

justifie du fait que la fonction & intégrer
£€G, est invariante par
e fonetion

ed, comme dans tout e qui suivra, 1 notation se

bien quiéerite comme fonction de

<ur G 1 au second membre,
€l et peut donc etre considérée, en un sens évident, comm

¢ex - § pour tout §
¢ £€G, on conviendra dans

ce qui suit

toute fonction ® sur G, et tou
y=®@ +§), de sorte que 1'égalité ci-dessus
. on obtient en parti-

de & sur G Pour
e noter @, la fonetion sur I* définie par @,
e - (] @;d5)ds. En y remplagant @ par |3

éerit, en abrégé,
culier Ta relation
ol [, 10z a9
et dans LX), respectivement. D'autre part,
Fourier d'une fonction

it 0o [0y dénotent les normes dans LG
e qui définit la transformée de

Lant de méme pour Vintégra
« G*, définie par la formule

e Ia fonetion © sur G

on pr
€ L1\(). on est conduit & introduire

O, L") J O -d§, (20)
5

1 transformée de Fourier ®° de @ Séerivant alors

O»* (27) ‘ Qe 2) x,x%y di. 1)
ar

(1964b)
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On notera que t t, Vintégrale O se » ~les cas
il e
! ) que, si [ est discret, Vintégrale qui définit © se réduit a ul
A un e, Dan,
b) et (c) mentionnés plus haut, les fonctions de cette f t o
e ont une grande i
F uportance;
\

en particulier, pour N 5
s pou
pour des choix convenables de @, clles se véd
s elles se réduisent i d, i
S théta aun

sens classique.

17. S RONS Provisoi S
upposons pra nent, pour fixer les ids
5 A s id

o que B soit continu
¥ © est continue. Quels que soient & €D, §* €1, € satisf: et
LERED,, O satisfuit a L relati
clation

Ol +,2% 4 £%) = O, %)

ce qui, en posant z = (x,2%), &= (&,&% i ¥
,2%), §=(6,6%), s'éer i

e & £%), s'éerit aussi, au moyen de la fonction £ définie par
O@E+)=0@)F(2) ' (z€Gx6°, el-I,)

En particulier, © est invari
R c,u(: (?st‘;nvnmmte par z*—z* + &* quel que soit £¥ €17, Pour t ‘
22), viendrons ; EED,. Pour toute solution
0,(8%) = Oz, 2%). O rons de désigner par ©,, pour £€ G, L fonction défini P
g %) . on définic sur (4T
el n peut alors exprimer (20) en disant que, pour i e, pae
ormée de Fourier de O,. ue, pour tout o, 0, et trans.
Identifiant G4/T"
L avi
des mesures de H../..l- P ..ec‘:e.d"“l de T, et T, avec celui de /1), nous munirons cos g
%, dg*, respectivement duales de 3, di; pou S groupes
2, dis pour :

signerons par £ Vimage (£,3%) de z dans le grou (%), nous dé-
pe

Q=(GxG*)[(T' xT,)=(GT)  (G*T",)

et nous poserons dz=did& aprés (22), |O] est iny B
I di*, D'apré )| est S

€I <, et peut done & N
“ 1 étre considéré comme foneti 2em 2 quel que st
] tion 3 3
appliqué & @, et © . onction sur Q. Le théoréne de Planchere
- , et ©,, montre que ||, - est égal & la norme |6, de © bl
se au moyen de la mesure di% (19) donne alors |4 5] € C Al UE
o alors |
) ;

TESTE
HO]1E & condition de pose

pour toute solution @ de

lofe- J‘q“"i:i\’rl;‘_

Mais d’autre part, si on remplace 2* par «*
¥ e pa re
, si on rempl

* dy ) -
I fonction £ £* dans (21), on voit que, po .
n E6>OF (% %) est la transformée de Fourier d e e,
ot do

E—O(x, 2%) (x,2*);

appliquant & ces fonetions le théoréme de Plancherel, puis intégrant sur (/%
pp b gran: ! '
mobtient

et L.,.., (f,.)*‘"(r' Fepds) e,




1964b)

AL WEIL

1

En vertu du théoréme de Plancherel appliqué @ ® et &, et des résultats obtenus plus
autre que [|@*|[* pris sur (* au moyen de

a da* =dErdi

Jaut, el monre que le second membre ne;

i e de® duale de s par conséquent, o8

In. Nous désignerons par HiG, I') Vespace de Hilbert des solutions © de (22), partout
G+ et telles que [|Ollo< T2 cet espac
application D0, définie par (20) quand
plication linéuire

Lent intégrables sur G e étant muni de la
| résulte de ce qui précéde que ¥
< prolonge par continuité & une ap
(), le second membre

Tocale

norme 0o 1
B st continue & SUppUFt COMPACt,
7 de L2 Gy dans H(G,T) gui cons
de 1207 wa pas de sens. Mais soit eL(G) N LHG); alors il y & une partie
appartienne & Ly n LA(T") chaque fois que & n'est pas dans

la fonction définie par (20) pour €N et égal

e En général, pour ® €L*

ve la norm

négligeable N de
G 1 telle que ©; N. Soit ©

e & 0 pour 2EN; st une solution de
de Fourier de ®, chaque fois que £¢N; le théorzme de Plancherel

us haut avee (19), donne alors de nouveau
2@, dune suite @, do

0, et la transformée
fons, et combiné come Pl
corit ® comme limite, au sens de L
pose O, =Z(®,), on Voit exactement de

ad done vers 0 pour 17 T %

ppliqueé & ces fonct
JfiE = 1% De plus, si on
fonctions continues & support compact, et qu'on

méme que © -~ 0, 3 méme norme que & ,; cette norme tel

11 s'ensuit quon a © =Z(®).

Réciproquenent, soit @ €H(G,T) tel sur @; il est clair que les

| que |©] st intégruble
nses dans H(G,T). 1l y aura une partie né,
(G*|T,) et & L}G*T,) chaque fois que

fomctions de cette nature sont partout de ligeable
\ de G T telle que ©, appartienne & la fois & L

£ west pas dans N. Remplagons
<oit @ la fonetion sur @G définie par

© par la fonetion égale & © pour N eta Opour £€N-

Cela fait,

O (x) = © (2, 2%)di" (23)
Jeore

Les hypothoses faites sur O impliquent que ® est partout Jocalement intégrable; de plus.
e suletituant « § 3 dans (23), on voit que, pour tout X, @, est la transformce de Fourier
come de Plancherel appliqué & ces fonctions, combiné de nouvean e
% = |O]f%, done que ® €LA(@). Si alors on
de fonctions continues A support comy
que O est limite des 0,=2(®,) dans H(G,T). On &

(23) pour Jes fonctions dont il s'agit s¢

de ©,. Le théo
(149), montre alors que Gerit @ comme limite,
, d'une suite o, pact, on voit, en

au sens de L3
répétant le méme raisonnement,
e montré que Vapplication ©

uité & une applic

@ définie par
tion lindaive de H(@, T) sur L),
de LAG) sur HG, D)

s @ € 5(G). T est facile de v¢

prolonge par contin réciproque de Z-

7 est un isomorphisme
er (@abord

En particulier,
L dieulier le cas ol on & pri

[1964)
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2 7

dans le cas gro », puis s N
groupe « élémentaire », puis en passant de 1
W cas génd

finitions r ‘es plus haut ° rs 2D, es
S Tappe s
pp plus hauf ) qu'alo \ .
st une apy
ontinug ‘

dans §(I'). 1 résulte i
b ulf
' mmédiatement de 1 que le second membre d
re de (20) exf
vergent » et définit une solution continue O de (22), lans i ‘l N \H
22), qui dans ces condit
ditions, dapris e

qu'on a dit plus s 7 C
ut, 5 s
n'est autre que Z(®). Comme de plus la transf,
a transformation de Four
urie

relative & I" détermine his) e de (') sur §
mi
ne un isomorphisme topologique de $(1%) G
, EF ] ]
il u

>0, est une s
; s pplication contin S
ue de G dans S(G*/I,), donc que le

définit une fo tinue s "
onction conti ; B 5
ntinue sur &; comme celle-ci, d’apre e |
, dapres ce qui précide,
de, doit coincider

avec @ au sens de L((/
s L2((5), elle n’es

e b e ), elle w'est done autre que . Autrement dit, pour & € $(6;

- ) une fonction continue, et alors les for | oy
(et non pas seulement presque partout) e

19. Au moyen de I'isom sme Z 2G) sur H(G, T
| ; ¢
de LA(G) s
H(G, T) les groupes d’opérateurs unitaires pr o . |

notation, nous éerirons le phu St AT dims ARY6R e i )
5 souvent ceu i ) i ahits de
o ; 1x-ci comme
ey S ——— sion avait identifié 26, 1) av
ous 1Y) aver

immédiateme: . X irons U(w) au licu de Z- (i) Z
ent que cet opérateur est défini par la formul DM e S
ormule

U()O() ~ Oz +w) F(z,w).
(24)

De méme, on nc e r les of 5
5 oter ) le g
a A(G) le groupe formé par ) é () d
(w) duns H(G, 1)
L 1), pour

LET, et By(G) le normalis: A(G) dans le groupe des aut Shies /
o, rm teur de A(G
(@) dans le g g orp Hit,
e HiG, 1)

ulte de ce qui préce Ufw 4 N
qui précede que Iopérateur [(w) donné par (24) transf
«

tou S0 i 22
ute solution de (22) en une solution de (.

2), ce fui

On conviendra maintenant de dé - f,Bm oy

e désigner par By(G, I ‘

par les éléments s (o, f) de e e

ST '/,’ e B,(G) tels que f prenne la valeur 1 e tout e P

a #T', un automorphisme de I'xT',. Pour t PR,

.- Pour tout s =(a,f) dans B, )

L) dans By, 1),

on définira rateur rp(s s H(G, r
définira un opérateur rp(s) dans H(@,T) par la formul
ule

() 0E)=0(=a)f (),
dont on véri (23)

fie immédiatemer i s © 5 0 22 =t
‘ — nt qu'il transforme toute solution © de (2
de tion. Il est alors évident que rp est une rey 1 ot ‘~
présentation
e By, par d

opératy s Al
pérateurs unitaires. De plus, au moyen de (24), de

), @ di
), et de la formule ) du i

vérifie aussitot qu'on a, pour tout w :

» V@) ey (s) = fw) - rp () U war)
ce qui mont ‘
qui montre que ri(s) appartient & By(G) et que sa project
su ection canonique sur 23,07
v B est 5

en d'autres termes, rp- est un « relév Ay «
went » de By(G, 1
oG 1) ((4). On not
N otera B4 1) Vim
(4, 1) Vimage
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o~

T auss s tions g 3 par transport
par e notations, le groupe ¢ uit de cel i

e i,

Lo Biyta U)par S

e, on écrira

. v s dev e 5 triv squion prend
‘ " \ mais devient a peu pre | lorsquion §
alable, ma

Alors H(G,T) sidentifie d'une maniére €vi-

Tout ce qui précede reste :
G+ qesp. =G, Ty [}
), et Z i Videntité (resp. & la tran
1 6) le groupe des

Lo asformation de Fourier).

et & LAGY (resp. & v
1) et ici avee les notations du v
' Dans le cas T ={0}, le reléver "
: est le relevement qui se déduit

automorphismes de la

e p went Ty est eclui qui, &
p. A0t

dgaittf) resp- o

i Jglf); dans le cas TG, ¢

et fait correspondre do(®

e celuicla par dualité
1), on
e 4. Pour toute fonction ® € S(G) et tout SEBG,T), on
TiEoRENME 4. Pour
] | s (26)
O EHdE SO (§)ds

JI . J
o 11-12, quand ® est dans S(G), it enest de méme
) o _ (@) sont continues
¢ s€ByG D).

point puis-

an effet, dapres les résultats ! N
. o 18, les fonctions O =Z(®) et &
 Mais, si Von éerit s =Fr(s) v

e @ = s; alors, dapres le ”

{ ~expriment en tout point par la formule (20)
aussi satisfaire & (
0, (25) donne ©'(0) = :
le résultat annonec.

H(G,T), done aussi en tout

au sens de .
" deux membres

@ et ©) divent 0); en exprimant les

At continues. Pour 2
& par la formule (20, on obtient

quiclles

w moyen de &

CunorLatkE. Pour toute fonction ®€ (@), la formule

Fi)= | s®@ds (S€B, (G)
Jr

¥ cf te par les translation
i riante par les trans

- le o By\(5) une fonction invd

definit sur le groupe Byl

@ appartient & §((G) pour tou

Diaprés les n° 11-1

i e sb i it sul
s, ccla implique en particulier que 5 indu

' immédiate u théoréme +.
o D). Le corollaire résulte alors immédiatement d A
S, done & 100 e corollaire fournit un des plus puiss ¥

¢ la suite
g . on le verra par la suite,
Comme on le ve ; e

lispose pour la construction de fonetions ai P
dont on dispose pour 13

w13, on a défini un cortain relevement Ty
e 13, on

1) Vensemble des éléments s , )
o s n isomorphisme de Ty
sur Q@ D), ry- coincide arec Ty

Jnaintenant par &

. (* sur (¢ ct induise sur e
j~omorphisme de GF st ¢

Jus allons montrer que,

Oy N\

s @ gauche de By(G, 1)

1 s € By((); d’aprds ce quion & VU

© T une fonction qui appartient

de Q(G) dans B,((G). On désignera
(o) de Byl 1) tels aue i) soit un
. sur T cet ensemble

Pour

(1964b)
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cela, on observera que, dans la formule (8) de la proposition 1, u* 7, si » apparticnt
Q@ 1), les trois facteurs du second membre appartiennent & B¢, 1 sutfit done de
vérifier que Fi(to(f) = to(f) quand t,(f) € By(G.1), et que ry- (di(3)) - () quanddui; € B, 16:,1)

Pour f,(f), clest immédiat. Pour d(y), on voit immédiatement, en faisant usage

(21), que les deux opérateurs en question ne différent 'un de Iutre que par un factens
réel > 0; comme ils sont unitaires, ils sont donc égaux. De plus, en éerivant que ke factenr
par lequel ils différent a I valeur 1, on trouve ce qui suit : soit 3 un isonorphisme e
(G%,T,) sur (G,1), Cest-d-dive un isomorphisme de G* sur 7 induisant sur ') un iso

morphisme de I', sur I'; alors ee dernier isomorphisme, ot Pisomorphisi

G, s

G/T" qui se déduit de y par passage au quotient, ont méme module, dgal o el donne
en particulier |y| =1 lorsque I" et I', sont tous deux discrets, ou lorsqu'ils sout tous deus

compacts.

On arrive directement au méme résultat sur rpen transportant & LA, wu moyen des

formules (20) pour Z et (23) pour Z-!

Fopérateur 1y défini par (23), dans le cas o

$€€Qy(G,T); on obtient alors pour rp: une expres

ion qui coineide avee celle donnée par (14)
pour ro, & un facteur positif prés qui est alors nécessairement égal & 1 (ce qui a les mémes
conséquences que plus haut).

Mentionnons aussi que, lorsque [" et I', sont discrets et qu'on prend pour y un iso-
morphisme de (G*,T",) sur (@,T), puis qu'on prend s =d,(y), done rp(s) - d (), le théorime
4 se réduit & la formule classique de Poisson, dont il constitue done une généralisation

THEOREME 5.

Soit f un caractére du second degré de G, prenant la valeur | en tous les

éléments d'un sous-groupe fermé T de G; soient G* le dual de G, U, le sous-groupe de (%

P a T, et suppo que le morphisme symélriq
soit un isomorphisme de (G, T) sur (G*,T,). Alors y(f)=1.

o de G dans G* associé a f

11 suffit pour le voir de se reporter & la démonstration du théoréme

ony i obtenu
(f) comme étant le facteur par lequel différent les deux membres de (9) aprés qu'or
relevés & By(G) au moyen de d; et t,. Mai

avec les hypothéses du théoréme 3, tous les
facteurs de (9) sont dans By(G,T'); par suite, comme on vient de le voir, leurs relévements
par d; et t, coincident avec leurs relévements par rp. Comme 1y est une représentation, le
résultat s'ensuit. On pourrait aussi (ce qui d’ailleurs revient au méme) faive usaze du théo-
réme 3, en y choisissant pour s, s’ des éléments de By(G, ') tels que f, - /.

Comme on le verra au Chapitre II, le théoréme 5, appliqué & un groupe de type adcli
que (cas (¢) du début du n° 16), contient L loi de réciprocité quadratique. Un cis particulice

plus banal, mais utile, est le suivant :
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it f le caractire du sccond degré donné par [l 5%) = o) sur G < G*.

COROLLATK

Hors oot non dégénéré, et =1

Lo dual de (i G <identifie d'une mauidre évidente & G* * G; le morphisme associé &
et cclui qui Gehange les deux facteurs de G = G%; done f est non dégénéré. En substituant
G, G*, T et T, dans le théoréme 5,

Lspectivement (0 G®, GGG {0} et {0} <G

o obtient le résultat annoncé.

ajoutons quelques remargues sur le cas ol

a1, En vue dapplications ultérieur
[ et I, sont compaacts, ou encore (ce qui revient au méme) o I' est compact et ouvert dans

1+ On choisira da et d§ de maniére que la mesure de [ (pour dx et pour d§) soit 1. Alors

I', 4 la mesure | pour de* et pour 3%
Prenons diabord pour ® la fonetion caractéristique ¢ de T; alors Z(g ) est la fonction
), elle est invariante par ByG,1); il en est done de

caractéristique de I~ T'y; dapré
e, par définition, de @ =g -

Prettons ensuite pour @ la fonetion caractéristique d'une classe suivant I', ou, ce qui
x—a); on voit aussitot que O est alors la fonction

revient au méme, posons Dx) =g rl.
_ Soit s = (0,f) un élément de

e a)gp. %), ol g, est Ia fonction caractéristique de T'y

By(G,T), avee @ (: ’;) Pour que ©, et par conséquent , sofent invariantes par rr)

1 faut et il suffit que l'on aita(z—1) €T, af €Ty et f@.0)= 1; Cest ce qu'on voit immédiate-

Jnent au moyen de (23).

Soit alors TV un sous-groupe ouvert compact
11, Vensemble S(I,T) se compose des combinaisons liné
space vectoriel, sur le corps des

de @, contenant T Alors, avec les no-

tations du n® res & coefficients
constants des fonctions grlx—a* pour a€l; clest un ¢
complexes, de dimension égale a lindice (nécessairement fini) de ' dans . Soit s=(0,f),
comme ci-dessus, un élément de By(G. D). Alors, pour que toute fonction de S(Iv,T) soit
invariante par re(s), il faut et il suffit, d’aprés ce qui précéde, que f prenne la valeur 1 sur
[T, que I (21T, et que I7:p< I, 1l revient au méme de dire que f doit prendre
1a valeur 1 sur I" = I',, que o doit induire un automorphisme sur I" x T, et que o déter-

wine, par passage au quotient, Pautomorphisme identique sur (I %D =T

 Enfin, on notera quelques propriétés ¢ fonctoriclles » évidentes, pour le cas oit

o considire un produit G =Gy * Gy, dont on peut éerire le dual sous la forme G* =G{ *
o identifiera d'une manicre évidente @ x G* avee (G X @G3) = (G > GE). Alors, si gy, 03 sont

(2, respectivement, on en déduit d'une maniére

de~ automorphismes de Gy G et de G,

e tomorphisme de G+ 6% quon notera (0,020 5 Juofs sont des caractéres du

[1964b)
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second degré sur G, ~ G} et sur G, =G, on en dé >
LG Gy G, ¢
2 L second deg

f=hGf, sur G- G*, défini
1@y sur *, défini par f(zy,2,) = fy(2) oz S5 (03 )y 5y
AR

) sout des élé

l

ent By(G) et o((4y) /
ments de By(G4) et de By((Gy), respectivement, ((g,,0,)
CANA

et e I e e 1) sera un élment 3
e e s . ent e By
que fois que ce sera commode,

onidentifiera f5,07

BylGiy), By, avee

avec le groupe des ¢lé - i
groupe des éléments 8, (s, de By((2), et on identificra Bytiy

de co groupe. acteurs

()) ¥ u: ()1 autre part considérer L¥(G) comme « luit tensoriel |
i . s wlhertion s dol
LHG,) et L¥Gy); alors, si sy, s, sont des automorphismes de L2((G; LY N vels
s de LA(G)) et de L2
ment, on en déduit d’une maniere évidente un automorphisme s,
¥

des groupes Gy, G,, G T ¢ 5 o
b Gy, G, on por définir, B

h @ u 4, g

5 } curs i

'

Ulw), qui sont respectivement des "
automorphis
pour w = (w,, w,) : ‘

ey

(), LAG,), Lt

et on au

Uw) = Ulw)@U (wy).

11 est évident alors que ->8,® é
oo o u::j (:;,l:g)m:.](yx, détermine sur By((/)) < By(6y) un homomorphisme
A, d,c " (i;. ibl u[u\.’(«v: les projections canoniques de B,((7,) sur (4,
e e B X sur :‘,1'(.); le noyau de cet homomorphisme et fo ¢ par
. centre; et il induit sur By(G) et By(G,) des monomorphis '“; .
hismes de ces

groupes dans
b B,(6), au moyen desquels on pourra, chaue

identifier ave . uis que ce s
entifier avee leurs images dans ce dernier grou, que ee seracommode, les
groupe.

IL. Appli a a
a la loi de réciprocité |

2. Pour “
“de mettre en hari ie
T st i ‘monie autant que possible nos notations alyd!
pitre I, nous conviendrons, chaque fois que e e
: e X »

jours supposé de e ra un espace vectoriel
o PP L‘\dlmensmn finie) sur un corps £, de désigner son dual (PR SRt (s
,2*), pour z€ X, z* € X* signer son dual par X*, et de note
, la valeur en  de la forme linéuire sur X qui o

) correspond &

nous id erons X avec son bidual (X*)* au moye
entifi on (X*)* au moyen ds f
e ormule

[2,2%)

]
et, chaque fois que o une application re (d ussi « morphisie ») space
o ser:
| ne aj tion linéuire (dite ph
histe »)
¢

X dans un espace ¥, n te
, OUS noterons «* sa transposé '
: 2 sée, c'est-i-dire Pappli
Y* dans X* définie, pour x€ X, y* €¥*, pur lu fo,m IL e Bt e
b ule

(2o, y*] =[x, y*a*).

Toute forme bilinéaire sur X < Y s'éerit [z, U
ot e Mt e X .,m. olt & est un morphisme de ¥ dans X*
symétrigue si [z,ya] est symétrique en x et y, o =
g, done si

&,
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§i f est une forme quadratique sur X, on a, quels que soient r€X, y€X
flr+y) -~ f@) - f@) = [xve),

ot o est un morphisme symétrique de X dans X*; on dira alors gue f et o sont associd

Junc & Tautre; f sera dite non dégénérée si ¢ est un isomorphisme de X sur X, et additive

«ig=0. 110’y a de forme quadratiue additive, autre que 0, que si ket de caractéristique

Si k n'est pas de caractéristique 2, tout morphisme symétrique o de X' dans X% est associé

2 une forme quadratique f et & une seule, & savoir celle qui est donnée par f(z) ~ (2,2 170).
En tout cas, on a 2(z) = [x,z¢]. On conviendra de désigner par Q(X) 'espace vectoricl des
formes quadratiques sur X, et par Qq(X) le sous-espace de Q(X) constitué par les formes

additives.

24 Soit d'abord k un corps local; nous entendrons par 1a un corps commutatif locale-
ment compact, non discret; il est donc, soit isomorphe & R ou & C, soit a valuation dis-
crétes e, dans co dernier cas, clest une extension finie, soit d’un corps @ (complétion
p-adique du corps Q des rationnels) il est de caractéristique 0, soit du corps des séries
formelles & une indéterminée sur le corps premier F il est de caractéristique p. 8k est a
- aluation discréte, on notera o Fanneau des entiers de k, et 7 un élément premier e 0,
cest-i-dire un générateur de V'idéal premier p de 0 ; on notera g le nombre d’éléments du
corps fini 0/p. On choisira une fois pour toutes un caractére z du groupe additif de ¥, dont
nous supposerons seulement qu'il n'est pas trivial (Clest-d-dire quil m'a pas la valeur
constante 1); il est possible, comme on sait, de choisir  d'une maniére ¢ canonique »,
mais cela nous serait inutile. On sait que y(zy) est alors un bicaractére de k >k qui met
& en dualité avee lui-méme au sens de la théorie des groupes abéliens localement compacts.
Plus généralement, soit X un espace vectoriel (de dimension finie, comme toujours) sur
k. soit. X* son dual; X et X* étant munis de la topologie ¢vidente, on peut alors identifier
¥+ avec lo dual de X au sens de la théorie des groupes abéliens localement. compacts de

maniére & avoir, pour tout z€ X et tout z* € X* :

(2,7

2([x,a*])-

Cette identification (qui dépend du choix e 7) sera faite désormais une fois pour toutes,
de sorte quion weura pas & distinguer entre lo dual algébrique et le dual au sens du
Chapitre 1.

Si / est une forme quadratique sur un espace X sur k, zof est un caractére du second

degré sur X au sens du Chapitre 1, n° 1; Je morphisme de X dans X* associé & yof est

celui1a méme qui est associé & f; en particulier, pour que zof soit non dégénéré, il faut et
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il suffit que f le soit, et, lorsqu'il en est ainsi, on peut appliquer & zof le théoréme 2 du
Chapitre I, n° 14, ce qui définit un nombre y(z0f) de valeur absolue 1. Pour abréger, on
écrira y(f) aulieu de y(y o), mais il ne faudra pas oublier qu’alors le symbole y(f) dépend du
choix de z. En revanche, comme |y(f)| =1, il ne dépend pas du choix des mesures de Haar
dans les groupes qui interviennent dans sa définition, puisque, lorsqu’on change ces mesures,
cela ne modifie les formules du théoréme 2 du Chapitre I, n° 14, et de ses corollaires, que
par des facteurs réels >0; cette remarque permet méme, dans le calcul de y(f) au moyen
de ces corollaires, d’abandonner la convention, faite au Chapitre I, de toujours prendre

dans le dual G* d’un groupe G la mesure duale de celle qu’on a choisie dans .

25. La remarque ci-dessus montre en particulier que, si f et X sont comme plus haut
et si /' =fox, ol « est un isomorphisme d'un espace X' sur X, on a y(f) =y(f); en d’autres
termes, y a méme valeur pour deux formes « équivalentes » f,f. D'autre part, comme
%0 (—f) est l'imaginaire conjugué de zof, on a y(—f)=y(f)~". Si —1 est un carré dans k
(done en particulier si k est de caractéristique 2), —f est équivalente A f; dans ce cas, on a

done y(f)=+1 quelle que soit f.

ProrosirioxN 3. L'application f—y(f) détermine un caractére du groupe de Witt du
corps local k.

Comme on sait, une forme f non dégénérée correspond & I'élément 0 du groupe de Witt
(ce que nous exprimerons, pour abréger, en disant qu'elle est triviale) si elle est équivalente
ala forme 57,2, sur k** pour une valeur convenable de n; cela s'exprime aussi en disant
que f est équivalente & la forme [z,2*] sur X < X* pour un certain choix de X. Mais alors
le corollaire du théoréme 5 du Chapitre I, n° 20, montre que y(f) =1. D’autre part, soient
f1sf2 des formes non dégénérées sur des espaces X,, X,; soit / la forme donnée par f(z,,zy) =
(@) + fo(x,) sur la somme directe de X, et de X,; elle est non dégénérée, et il est évident,
daprés la définition de y dans le théoréme 2 du Chapitre I, n° 14, que y(f) = y(/f,) (/).
Cela démontre la proposition.

26. Nous allons maintenant aborder le calcul de y(/), tout au moins dans certains cas
particuliers. On conviendra de noter ¢, la forme g,,(z) = ST sur Uespace &™; elle est non
dégénérée chaque fois que & n'est pas de caractéristique 2.

Soit d'abord k=R; alors toute forme quadratique non dégénérée est équivalente i
une forme g,(z) ~q,(y) sur un espace R*» R (,b) s'appelle le type d’inertie de la forme;
la proposition 3 montre que, si f a le type d'inertie (2,b), y(f) =y(q,)* *. Le caractére z

prie

sur R est nécessairement de la forme y(x)= avec A réel non nul. Pour calculer

7(a,), on appliquera le corollaire 2 du th. 2, n° 14, du Chapitre [, en prenant par exemple
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@(x)—¢ ™ un calcul éémentaire donne alors pour ¥(g:) Ja valeur ¢ si 2 -0 et e ™!

i 7 < 0. Par suite, dans tous les cas, y(f) est une racine huitiéme de I'unité. On notera qu'on a
{oujours aussi y(g) = —1 pour la forme g(z). norme du quaternion z,+ zi + 73] + (k-
Soit maintenant k = C; alors toute forme est équivalente & une forme g, €t il suffit de

déterminer (gy), ov encore y(cg;) pour une valeur quelconque de c. Si 7, désigne le caractére

277 sur R, le caractére y sur C sera nécessairement de la forme y(z) = xo(% Jz), avec

2. Sur I'espace de

70; pour f—~A-g,, on aura 7of = o0l 0l fo est donnée par folz
dimension 2 sur R qui est sous-jacent & €, fo est une forme quadratique de type d'inertie
(11); d’aprés ce qui précéde, on a donc y(zeofo) =1, ou en d'autres termes y(xof) =1,
est-audire y(f)=1. Tl en est donc de méme pour toute forme quadratique non dégénérée

sur C.

27. Prenons maintenant pour k un corps local & valuation discréte. Si X est un espace
vectoriel sur k, un sous-groupe compact et ouvert de X sera appelé un réseau si Clest un
module sur o il est clair que, si L est un réseau dans X, L, en est un dans X*. SiLet L'
cont deux réseaux dans X, et si LS, on notera S(L,L), comme au 1° 21 du Chapitre I,
Ja famille des fonctions & support contenu dans L et constantes sur les classes suivant L.
La réunion des familles S(L,L), pour tous les choix possibles de L et L' nest ¢ ‘e que S(X)
(cf. n° 11 du Chapitre I).

Soit { une forme quadratique non dégénérée sur X, associée a Pisomorphisme symétri-
que g de X sur X*. Comme le noyau de y est un sous-groupe ouvert de k, yof a la valeur

constante 1 sur un voisinage de 0 dans X, donc sur tout réseau suffisamment petit dans X.

Choisissons un réseau L tel que zof soit égal & 1 sur L, ce qui entraine que 2((9,70))
quels que soient z €L, y€L (la réciproque étant Qailleurs vraie chaque fois que 2 est in-
versible dans 0), et par suite Lo< L,; on posera L'=L,e™, et on aura done L'>L. Si g1

est la fonction caractéristique de L, on a alors

(g% (Z0D) (=)= Lz(l(x—y))dy=1(l(1))sz([y, —za)dy.

Liintégrale du dernier membre a la valeur m(L) = [1dy, ou 0, suivant que zg est ou non dans
L,. On a donc
gu*(of)y=m(L)g- (Xof). (27)

Appliquons maintenant & yof et & ® =g; le corollaire 2 du théoreme 2, Chapitre I, n° 14;
il ensuit que y(f) ne différe que par un facteur réel >0 de Vintégrale de zof sur L'. Posons,

pour tout réseau M :
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9(f »‘I)ZJ-"Z(/(I))'II;

si M > L, cela peut s’écrire
g(h, )= > X(/(I))f Ay, —z o)) dy,
reM/L L
ou encore, en posant M’ =M N L’ et tenant compte de ce qui précéde :

90, M) =m(L)_ 3 7} (2).

La somme du second membre est une somme de Gauss; de plus, le second membre est
indépendant de M pourvu que M > L', done dés que I est assez grand. En notant simple-
ment g(f) sa valeur pour M assez grand, on a done g(f,L') =g(f), et par suite, d'aprés co

qu'on a vu plus haut

7N =9(Ni9(h]-
Cela permet, si I'on veut, d’appliquer au calcul de (f) la théorie des sommes do Gauss.

28. Indépendamment de la théorie des sommes de Gauss, on a le résultat suivant,

suffisant pd’  notre objet :

ProrosirioN 4. Soit t Ualgébre de quaternions sur le corps local k, et soit z—n(z) =23

la norme dans 1. Alors y(n)=—1.

D’aprés ce qui précéde, tout revient & montrer que g(n, M) est réel et <0 quand 3
est un réseau assez grand dans I. Il est bien connu que z—n(z) détermine un homomorphisme
surjectif, & noyau compact, du groupe multiplicatif de f sur celui de ; de plus, quel que
soit I'entier », I'ensemble J, des z €1 tels que n(z) €0 est un idéal, donc un réseau, de [,
aussi grand qu’on veut si on a pris » assez grand. Notons dz, dz des mesures de Haar sur les
groupes additifs de k et de 1, la premiére étant prise par exemple telle que la mesure de o
soit 1. Suivant I'usage, pour a €, nous définissons |a| comme étant le module de z—>ax
dans k; il s'ensuit que |z|~ldz est une mesure de Haar sur le groupe multiplicatif de k.
Mais alors, pour c€t, le module de z—cz dans f est [n(c)|?, et par suite |n(z)|~2dz est une
mesure de Haar sur le groupe multiplicatif de f. Soit ¢ la fonction caractéristique de o

dans k; celle de M, dans f est alors p(x"n(z)), et on a donc

g(n, M,)= [Z(n(z))vi(ﬂ'"(z))dz-

nous pouvons écrire

Posons y, (x) = X (z)p (2" ) |z

12—

2048 Acta mathematica. 111, Imprimé lo 3 juin 1984,
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g, M) = |y ) |n @) 2

oit lintégrale est prise sur Uensemble 1= {0}, ¢'est-a-dire sur Je groupe multiplicatif de 1.
Intégrant d’abord sur les classes suivant le groupe compact des z tels que n(z) =1, classes
sur lesquelles la fonction & intégrer est constante, puis sur le groupe quotient, on voit. quon a

g(n, M,)= ’-‘f"‘" (2)-|z| dz= ;.J.Z(J)q (2" x) || dx,

avec 4 réel > 0; 7 est ln mesure du noyau de n pour la mesure quotient de |n(z)|~*dz par

|| dz. Mais on a la relation évidente

Sl gy

comme on a || =g~". nous pouvons done écrire:

o M)=23 " U F(z)de— '- 7(@) dr).
— £ Janilo

Soit m le plus petit des entiers i tels que 'idéal p* =" 0 soit contenu dans le noyau du carac-
tére y de k; il est clair que Iintégrale de z sur p* a la valeur m(p*) =g * lorsque y induit la
constante 1 sur p*, donc pour u = m, et la valeur 0 dans le cas contraire. On obtient donc,
pourvu que »=1—m :
gln,M,) = —2g" *"(1+¢7) 7,
ce qui achéve la démonstration.
On notera que, d’aprés le n° 26, la proposition 4 est valable aus

vialement valable pour k = C puisquil n’y a pas d’algébre de quaternions sur C. En ce sens,

i pour k=R, et tri-

elle est done valable pour tous les corps locaux.
On sait dailleurs que, sur tout corps local & autre que C, il n'y a que deux classes
de formes quadratiques non dégénérées a 4 variables dont le discriminant soit un carré

dans k; ces classes sont respectivement représentées par la forme n étudiée ci-dessus, et

par la forme « triviale » zy + zt. Les propositions 3 et 4 montrent que le symbole y(f) permet

de distinguer entre ces classes de formes, puisqu'il a la valeur —1 pour la premicre et 1
pour la seconde. En particulier, si k n'est pas de caractéristique 2, et si a et b sont des
éléments non nuls de k, la forme a? —ay?—bz?+abf® appartient a I'une ou & l'autre des

classes ci-dessus suivant que @ est ou non norme d’un élément de k(b!). On a done

y(a® —ay?—bz? +abt?) = (afb),
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ol (a/b) désigne le symbole de restes normiques. Pour b= —1, cela donne, d’aprés la propo-
sition 3. y(q,)*y( —aqy)*=(a/—1), ce qui s’éerit aussi y(agy)?=(a/ ~ 1)y(g,)2. Comme toute
forme non dégénérée peut s'écrire 3. a,a} par le choix d’une base convenable, on en conclut,

par une nouvelle application de la proposition 3 :
Y(D*=(D] = Dy(q)*" (28)

si m est la dimension de 'espace ol est définie £, et si D est le discriminant de f (pour un
choix quelconque de la base, puisqu’un changement de base ne modifie D que par un carré).
On en conclut y(f)* =(g,)", d’ol (/=1 puisque g, est non dégénérée de discriminant 1.
Ces résultats sont d'ailleurs triviaux si —1 est un carré dans &, puisqualors on a vu que
()= +1 quelle que soit f, et qu'alors (D/—1)=1 quel que soit D. Le dernier, y(f)*=1,

est valable méme en caractéristique 2, puisqualors, comme on a vu, on a méme y(f) = + 1.
id

La loi de réciprocité quadratique va résulter de la combinaison des résultats
avee L'application du théoréme 5 du Chapitre I, n° 20, aux groupes de type adélique.

29. Soit  un corps de nombres algébriques, ou bien un corps de fonctions algébriques
de dimension 1 sur un corps fini. On désignera par k, les complétions de , par o, l'anneau
des entiers de k, chaque fois que k, est & valuation discréte, et par 4, l'anneau des adéles
de k. Soit X, un espace vectoriel (de dimension finie) sur &; on posera X,=X,®d,, et,
pour tout v, X, = X, @k, Si X° est une base de X, sur k, on notera X3, chaque fois que &,
est & valuation discréte, I'ensemble des points de X, dont les coordonnées par rapport &
la base X° sont dans 0,; ¢’est un réseau dans X,. On notera § tout ensemble fini de complé-
tions de k, contenant toutes celles qui sont isomorphes & R ou A C. Dans ces conditions,

X, est la réunion (et méme, en tant qu’espace topologique, la limite inductive) des produits
X3=TIX,x[]Xs. (29)
ves s

Toute partie compacte de X, est contenue dans un ensemble de la forme []C,, oii
(', est, pour tout v, une partie compacte de X,, et, pour presque tout v (c’est-d-dire tout »
sauf un nombre fini d’entre eux), est égal & X2. On en conclut que tout sous-groupe de X,,
engendré par un voisinage compact de 0, est contenu dans un tel sous-groupe de la forme
H=[IH,, ot H, est égal & X, chaque fois que k, est isomorphe & R ou & €, & un réseau
dans X, chaque fois que &, est & valuation discréte, et & X2 pour presque tout ». Supposons
H ainsi. choisi; alors tout sous-groupe compact H' de H tel que H/H' soit un groupe ¢lé-
mentaire (cf. Chapitre T, n° 11) contient un sous-groupe analogue de la forme H’ = [[H;,
oit H, est égal & {0} chaque fois que k, est isomorphe & R ou & C, & un réseau de X, contenu

dans H, chaque fois que k, est & valuation discréte, et & X2 pour presque tout v. On déduit
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aisément de Ja la structure de S$(X,); S(X,) contient en tout cas toutes les fonctions de la
forme (2,)—>]1®,(z,), ot ®,€ §(X,) pour tout v, et oi, pour presque tout v, , est la fonc-
tion caractéristique de X3; pour k=@, ou pour k de caractéristique p+0, S(X,) est méme
Pensemble des combinaisons linéaires finies, & coefficients constants, des fonctions ainsi
obtenues (pour Iassertion correspondante lorsque k est un corps de nombres algébrigues
autre que Q, voir plus loin, au n°® 39).

On choisira une fois pour toutes un caractére y de A, non trivial, prenant la valeur

1 sur k; un tel caractére est nécessairement de la forme

2= I]Zu (ts) (t=(t:) € Ay),

o1 7, est, pour tout v, un caractére non trivial de k, et ol pour presque tout v, o, se cor-
respond & lui-méme par dualité lorsqu’on identifie k, avec son dual au moyen de y, de la
maniére qui a été expliquée au n° 24; cela implique que, pour presque tout v, y, induit
la constante 1 sur ,, de sorte que, dans I'expression ci-dessus de y(t) par un produit infini,
presque tous les facteurs ont la valeur 1. On se servira de y, pour mettre X, en dualité avec
X?, de la maniére expliquée au n° 24, chaque fois que X, est un espace vectoriel sur k et
que X7 est son dual (au sens algébrique, conformément aux notations introduites au n® 23).
Alors, si X° est une base de X, sur k et (X*)° une base de X7 sur k (par exemple la base
duale de X°), le réseau (X2), dans X ¥ qui correspond par dualité & X7 est (X*); pour presque
toutv.

11 est bien connu aussi que, si z est choisi comme ci-dessus, le bicaractére (zy) de
A, % A, met A, en dualité avec lui-méme de telle sorte que le sous-groupe discret k de 4
se corresponde & lui-méme par dualité. Alors, si X, est comme ci-dessus, on peut identifier
X*% avec le dual de X, au sens de la théorie des groupes abéliens localement compacts au
moyen de la formule .

(z,3")=y([x,2") (@€X, z"€X3)

o [z,2*] désigne D'extension évidente de la forme bilinéaire sur X, x X} définie au n°® 23
4 une application bilinéaire de X, x X% dans 4,. Dans cette dualité, les sous-groupes
discrets X, X% de X, et X% se correspondent l'un & I'autre; autrement dit, on pourra
prendre G =X, G* =X4, T =X,, T', = X1 dans les n°* 16-20 du Chapitre I

30. Soit f une forme quadratique non dégénérée sur X,; elle détermine d'une maniére
évidente des formes quadratiques sur les espaces X,, et une application z—f(z) de X,
dans 4,, donc aussi des caractéres du second degré, z,0f et yof, sur les X, et sur X,.
Pour abréger, on écrira y,(f), ¥(f) au lieu de y(y,0f), y(xof).
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ProposiTION 5. Soit f une forme quadratique non dégénérée sur un espace vectoriel

X, sur k. Alors on a
y(=IIr.(h=1.

Le théoréme 5 du Chapitre T, n° 20, appliqué & zof, X, et X,, montre que y(f)=1;
il reste & faire voir que y(f) =[Ty,(f). Pour cela, soit ® la fonction définie sur X, par ®(x) =
[1®,(x,) pour z=(z,), avec ®, € §(X,) pour tout v, ®, étant pour presque tout v la fonction
caractéristique de X3. On va appliquer le corollaire 2 du théoréme 2, Chapitre I, n° 14, d’une
part & @ et d’autre part aux fonctions ®,. D’aprés les remarques faites 4 la fin du n° 24,
le choix des mesures de Haar est indifférent ici; on prendra une mesure m, sur chaque X,
de fagon que m,(X?)=1 pour presque tout v; on en déduit une mesure produit sur chacun
des ensembles X3 définis par (29), et par suite une mesure sur X,. D’aprés (27), n° 27, on
voit immédiatement que, pour presque tout v, ®,% (z,0f) =®,, d’olt y,(f)=1 par applica-

tion du corollaire en question. En appliquant alors celui-ci & X, on écrira les intégrales sur

X, comme limites des intégrales correspond: sur les bles X§. Cela conduit aussi-
tot au résultat annoncé.
Pour obtenir la loi de réciprocité drati on li la pre iti i-d

4 une forme non dégénérée & 4 variables dont le discriminant soit un carré dans k. Pour
la forme obtenue comme norme d’une algébre f de quaternions sur %, cela donne la loi de
réciprocité sous la forme due & Hasse, [[ h,(f)=1, oit h,(f) a la valeur 1 ou —1 suivant que
{®k, est une algébre de matrices ou une « vraie » algébre de quaternions sur k,. Pour la
forme 22 —ay?®— bz +ab* sur un corps k de caractéristique autre que 2, cela donne la loi
de réciprocité sous la forme de Hilbert, [](a/b),=1.

Malgré les apparences, la démonstration de la loi de réciprocité quadratique exposée

au moyen des

ci-dessus ne différe pas i de la dé
fonctions théta et des sommes de Gauss; on notera & cet égard le role essentiel joué par
des fonctions théta généralisées dans la démonstration du théoréme 5 du Chapitre I.
D’autre part, désignons par P(k,m) la propriété [Ty,(f) =1 pour les formes quadratiques
non dégénérées f sur les espaces X, de dimension m sur le corps k. D’aprés la proposition 3,
Pk, m) résulte formellement de P(k, 1) si k n’'est pas de caractéristique 2, et de P(k,2) si k
est de caractéristique 2. Soit de plus & une extension séparable de k de degré d; soit 7 la
trace, prise dans &’ sur le corps de base k. On a alors A, =k @4,; et, si x est le caractére
introduit ci-dessus pour Ay, 7' =07 est un caractére analogue pour A,. Si f est une forme
quadratique non dégénérée dans un espace X, de dimension m sur ¥, 7o’ en est une dans
P'espace sur k sous-jacent & X,.. On en conclut aussitét que P(k,md) implique P(k’,m). Il
résulte de ces remarques que par exemple, dans le cas de caractéristique 0, P(k, m) est une

conséquence formelle de P(Q), 1) quel que soit m et quel que soit le corps de nombres algé-
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briques k. On notera aussi que lu loi de réciprocité¢ quadratique, sous la forme de Hasse ou
sous la forme de Hilbert, est contenue dans P(k,4), de sorte que, formellement du moins,
cette Joi est un résultat moins fort que P(k, 1) si k n'est pas de caractéristique 2, ou que P(k,2)
sk est de caractéristigue 2.

érale

Nous terminerons ce chapitre par une question : peut-on donner de la loi gé

¢ une démonstration analogue & celle qu'on vient d'exposer pour la loi de

de récipre

réciprocité quadratique?

III. Le groupe métaplectique (cas local et cas adélique)

31. Comme au n°® 23, soit d’abord X un espace vectoriel (de dimension finie, comme

toujours) sur un corps quelconque k; conservant les notations introduites au n° 23, nous
aurons & considérer des automorphismes z—z¢ de X ~ X*, qu'on notera, comme au Chapitre

1 (cf. n° 3), sous forme matricielle

o (dﬂ

y o)
A

Comme au n° 3, on posera ° ﬁ.),
=P

Sur (X % X*) % (X » X*), on considérera la forme bilinéaire
Bz, z)= [z, 22] (2= (2, 71), 2= (20, 22)),

et on dira qu’un automorphisme o de X x X* est symplectique s'il laisse invariante la forme
bilinéaire B(z,,2;) — B(zy,7,); pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'on ait go'=1.
Ces automorphismes forment un groupe qu'on appellera le groupe symplectique de X et
qu'on notera Sp(X).
Sur X x X* %k, on mettra une structure de groupe au moyen de la loi de composition

suivante (analogue & (4) du Chapitre 1) :

(z1ty) " (z2,ta) = (21 + 20, B(2y,25) T4, )5 (30)
on notera A(X) le groupe ainsi défini. Soient alors ¢ un automorphisme de X » X* et f
une forme quadratique sur X x X*; pour que la formule

(2,0)>(z0,f(z) +1) (z€X x X*,t€k) (31)
définisse un automorphisme de (X), il faut et il suffit que o et / satisfassent & la relation

1(z2) = f(z2) = B(,0,2,0) = B(z,25), (32)
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analogue & (6) du Chapitre I Lorsqu'il en est ainsi, on désignera par (s, f) Pautomorphisme
de ¥(X) défini par (31); le groupe formé par ces automorphismes sera appelé le groupe
pseudosymplectique de X et sera noté Ps(X). La loi de groupe dans Ps(X) est donnée par
(/) (0",f) = (00".1"),
oil f* est la forme quadratique définie par
["@)=f(z) +f (z0).

Si (32) est satisfaite, le second membre doit étre symétrique en z, et z,; pour qu'il en
soit ainsi, il faut et il suffit que o soit symplectique; done (s, f)—>o est un homomorphisme de
Ps(X) dans Sp(X). Si k n’est pas de caractéristique 2, (32) fait correspondre & tout o € Sp(X)
une forme quadratique f et une seule sur X x X*; par suite, dans ce cas, (o,/)—>o est un
isomorphisme de Ps(X) sur Sp(X), au moyen duquel on pourra, chaque fois que ce sera
commode, identifier ces groupes 'un avec Uautre. Au contraire, quand k est de carac-
téristique 2, on voit, en prenant z, =z, dans (32), que o laisse invariante la forme quadrati-
que non dégénérée B(z,z) sur X x X*; par suite, (g, )0 est un homomorphisme de Ps(X)
dans le groupe orthogonal O(B) de cette forme dans X x X*; on vérifie aisément qu'il est
surjectif; son noyau est formé par les éléments (1,f) de Ps(X), o, d’aprés (32), on doit
prendre pour f toutes les formes quadratiques additives sur X » X*.

Si maintenant on part d’un espace vectoriel X, sur k, et quon note X l'extension de
X, & un « domaine universel » sur k, on peut appliquer ce qui précéde, soit & X et k, soit &
X et au domaine universel. Les groupes Sp(X), A(X), Ps(X) sont alors des groupes algébri-
ques définis sur k, et Sp(X), A(X,), Ps(X,) ne sont autres que les groupes Sp(X),, A(X),,
Ps(X), formés des éléments de Sp(X), A(X), Ps(X) qui sont rationnels sur k. On notera
que Ps(X) est de dimension m(2m +1) si m =dim(X), quelle que soit la caractéristique de k;
on peut dire (en un sens que le langage des schémas permet de préciser) que Ps(X) en

ique 2 est une dégénérescence du groupe symplectique en caractéristique 0.

caractéris
Il est bien connu que le groupe symplectique, en toute caractéristique, est connexe, simple-
ment connexe et semisimple; il en est done de méme de Ps(X) quand k n'est pas de carac-
téristique 2, mais ce n'est plus vrai en caractéristique 2.

32, On a, pour le groupe Ps(X), des résultats entiérement analogues & ceux des
5, 6 et 7 du Chapitre T pour le groupe By(G); nous allons les résumer rapidement. On
définit un monomorphisme dans Ps(X) du groupe Aut(X) des automorphismes de X en

({3 ) )

posant
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On définit une application dans Ps(X) de I'ensemble 15(X*,X) des isomorphismes de

v 70) )

Ou définit un monomorphisme dans Ps(X) du groupe additif Q(X) des formes quadratiques

w=((o 1) 1)

oit  est le morphisme symétrique de X dans X* associ¢ & la forme quadratique f sur X.

X* sur X en posant
sur X en posant
De méme, si /' est une forme quadratique sur X*, associée au morphisme ¢ de X* dans X,

(s 97}

Entre les éléments de Ps(X) ainsi définis, on a des relations analogues & celles des n** 6-7,

on posera

et notamment

d(@) () d (@) =), )t (()d@ =t ().
o f* est définie par [*(x) = f(xa™ ), et
d'(ya) =d'(y)d(x), d'(a*"y)=d(@)d'(y),

pour « € Aut(X), y €Is(X*, X).
Pour 5= (0, /), 6= ( é), posons = (s); on conviendra de noter ((X) I'ensemble des

4€Ps(X) pour lesquels y(s) est inversible, c'est-d-dire pour lesquels c'est un isomorphisme
de X* sur X. En répétant ici, avec des modifications évidentes, la démonstration de la
proposition 1 du Chapitre I, n° 7, on voit que tout s € Q(X) se met d’une maniére et d’unc
seule sous la forme

=t(fy)d'(y)t(fa), (33)
ot f,, f sont des formes quadratiques sur X, et y € Is(X*, X); on ay =y(s). Plus précisément,
Q(X) est k-ouvert dans Ps(X) au sens de la topologie de Zariski, et (33) détermine un k-
isomorphisme de variétés algébriques entre Q(X) et Q(X)xIs(X*, X)xQ(X); comme
Is(X*, X) n'est pas vide, Q(X) n'est pas vide. Le complémentaire de Q(X) dans Ps(X) est
Qailleurs défini par det y(s) =0, le déterminant étant pris pour un choix quelconque de bases
dans X et X*; il s'ensuit que ce complémentaire est réunion de variétés de codimension
0 ou 1 dans Ps(X); ¢'est méme une réunion de variétés de codimension 1 dans Ps(X) chaque

fois que k n'est pas de caractéristique 2, puisqu’alors Ps(X) est isomorphe & Sp(X) qui
q P q P Ty
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est connexe, et que Q(X) n'est pas vide. Si au contraire & est de caractéristique 2, on sait

que le groupe orthogonal O(B) 1 deux p 0°(B), 0°(B),

P)
ou 1; en désignant par Ps*(X) et Ps™(X) leurs images réciproques dans Ps(X), on vérifie
sans difficulté que Q(X) est contenu dans Ps(X) ou dans Ps”(X) suivant que la dimension
m de X est paire ou impaire. D'une maniére plus précise, soient s = (g, f) € Ps(X) et ¢ comme

formées respectivement par les éléments o = (; ﬂ) de O(B) pour lesquels tr (By*)a la valeur 0

ci-dessus, et soit r le rang de y; alors on constate que r=tr (fy*) mod. 2, ce qui donne bien

tr (By*)=m (mod. 2) pour r =m, c’est-a-dire pour y inversible.

33. On va considérer maintenant le cas oit £ est un corps local. Comme il a été expliqué
au n° 24 du Chapitre II, on suppose donné, une fois pour toutes, un caractére non trivial
1 de k, ce qui permet, chaque fois que X est un espace vectoriel (de dimension finie) sur &,
d'identifier le dual algébrique X* de X avec le dual de X au sens de la théorie des groupes
abéliens local donc d’appliquer & G=X et G*=X* la théorie exposée au

Chapitre I.

La topologie donnée sur k permet, d'une maniére évidente, de munir les groupes
A(X), Ps(X) du n° 31 de topologies qui en font des groupes localement compacts. L'appli-
cation (w,t)=>(w,(t)) de A(X) dans le groupe A(X) du n° 4 est évidemment un homo-
morphisme; il en est de méme de I'application u de Ps(X) dans le groupe By(X) du n° 5
qui est définie par

ulla,f))=(o,z0f).
Le noyau de u est formé des éléments de Ps(X) de la forme (1,f), oit f est une forme quadrati-
que sur X telle que yof=1; comme le morphisme symétrique de X dans X* associé &
of est le méme que celui qui est associé & /, cette derniére relation entraine que f est addi-
tive. Quand k n'est pas de caractéristique 2, u est donc injectif; cela permet, dans ce cas,
de simplifier les notations en identifiant Ps(X) avec son image dans By(X); avec cette con-
vention, les applications d, d’, ¢, ' du n° 32 deviennent des restrictions, & des ensembles
convenables, des applications dy, dg, £, t; du Chapitre T, n° 6. Quand k est de caractéristique
2, il n’en est plus de méme, et on peut dire seulement que les applications du n° 32 sont

« compatibles », en un sens évident, avec celles du n° 6.

34. Au n° 10 du Chapitre T, on a défini, au moyen du théoréme 1, un groupe By(()
d'automorphismes de L¥((3), ainsi que la projection canonique 7, de ce groupe sur By(G).
Prenant maintenant G =X comme au n° 33, nous appellerons groupe métaplectique do X,
et nous désignerons par Mp(X), le sous-groupe de Ps(X)  By(X) formé des éléments
8 =(3,%) de ce produit tels que u(s) =y(s). On notera 7 I'application (s,5)-=s de Mp(X)
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dans Ps(X); comme 7, est surjectif,  est un homomorphisme surjectif de Mp(X) sur Ps(X):
son noyau est {e} > T, oir ¢ est I'élément neutre de Ps(X) et o T, comme précédemment,

désigne le groupe des opérateurs @—t®, avec (€T, c'est-d-dire 1 =1; pour simplifier les

notations, on identifiera ce noyau avec T, ou méme éventuellement avec T’ il est contenu

dans le centre de Mp(X).

—-5 est une représentation de Mp(X) dans le groupe des auto-

Lapplication (s,

morphismes de LY(X): pour § = (s,8) € Mp(X) et & € LX), on écrira, chaque fois que ce sera
commode, SO au lieu de s®.
Les formules du Chapitre I, n° 13, jointes & celles du n° 32, permettent de définir comme

suit des applications de Aut (X), Is (X*,X) et Q(X) dans Mp(X) :
d(2) = (d(w), do(o) (€ Aut(X)), |
T) =@ ().8(y)  (y ETs(X*, X)), |
() =0 tlzof)  (FEQUX)).

1 convient de rappeler que, dans la définition de dy et de d;, on a  tenir compte des con-
ventions faites au Chapitre I, n° 2, sur les mesures de Haar & choisir dans X et X*, et sur
la définition de |a| et de |y; il reviendrait au méme, d'ailleurs, d'abandonner ces con-
ventions, & condition de modifier les opérateurs dq(a), dg(y) par des facteurs réels >0 qui
les rendent unitaires.

Dans le cas ot /' est une forme quadratique additive sur X* (et dans ce cas seulement),

nous définirons aussi, comme suit, un relevement t'(f') de /() & Mp(X). L’hypothése

faite sur /' entraine que yof' est un caractére de X*; il y a donc un élément a de X tel que

2(f'@*) = x((a,2*])
quel que soit 2% € X*. Cela posé, désignons par t; (f') 'opérateur défini, pour tout & € L¥(X),
par

to (/") P(z) =Pz —a);

on vérifie immeédiatement qu'alors £)(f') =, (t; (). On posera, dans ces conditions

Les relations obtenues au n° 13 du Chapitre I entre dy, to, d;, et au n° 33 entre d, f, d’,
entrainent immédiatement des relations analogues entre d, t, ', que nous nous dispensons
d’écrire. Comme au 1° 13, on définira aussi une section de Mp(X) au dessus de 'ensemble
Q(X) des s €Ps(X) tels que y(s) soit inversible, en exprimant s au moyen de (33) et en

posant alors



SUR CERTAINS GROUPES D'OPERATEURS UNITAIRES 185

r(s) =t(f,) d'(y)t(fy),
ou, ce qui revient au méme, en écrivant
T(s) = (s,To(u())), (34)

ol 1, est défini comme au n° 13, et 4 comme au n° 33. On notera qu'en raison de la struc-
ture de corps local qu'on s'est donnée sur k, Q(X) est ici une partie ouverte de Ps(X) et
est donc localement compact, et méme que (33) détermine un isomorphisme de variétés
k-analytiques entre Q(X) et Q(X) x Is(X*, X) x@(X). Le complémentaire de Q(X) dans
Ps(X) est donné par det y(s) =0; si k nest pas de caractéristique 2, c’est donc un sous-
ensemble k-analytique fermé de codimension 1 de Ps(X), et alors Q(X) engendre Ps(X).
Si k est de caractéristique 2, Q(X) est contenu dans Ps*(X) ou dans Ps~(X) suivant que m
est pair ou impair et engendre Ps”(X) dans le premier cas et Ps(X) dans le second.

On a déja fait remarquer & la fin du n° 33 que u est injectif quand k n'est pas de carac-
téristique 2, ce qui permet alors, si l'on veut, d'identifier Ps(X) avec son image dans By(X);
pour la méme raison, on pourra alors (tout au moins du point de vue ensembliste) identifier

Mp(X) avee sa projection sur By(X).

35. Pour définir une topologie sur Mp(X), on mettra sur Ps(X) la topologie déja
introduite au n® 33 (qui en fait un groupe localement compact, et méme k-analytique),
et sur By(X) la topologie induite par la topologie « forte » du groupe des automorphismes
de L*(X). Comme il est bien connu, celle-ci est définie par le systéme fondamental de voisi-

nages de 1 formé par les ensembles de la forme
{slls® - <1 (1<i<n)},

ol ®,,...,, sont des éléments de L*(X) en nombre fini quelconque. Le groupe Mp(X)
ayant été défini ci-dessus comme sous-groupe de Ps(X) x By(X), on le munira de la topologie
induite par celle du groupe ambiant. Il est évident, d’aprés cette définition, que la projec-
tion 7z de Mp(X) sur Ps(X) est continue, et aussi que (s,5)—>$ est une représentation con-
tinue de Mp(X) dans le groupe des automorphismes de L2(X) muni de la topologie forte;
par définition de celle-ci, cela revient & dire que (8,®)—S® est une application continue
de Mp(X) < LX) dans L¥(X).

On vérifie immédiatement que x—>dy(x), y—=dg(y), f—-ty(xof) sont des applications
continues de Aut (X), Is (X*, X), Q(X), respectivement, dans le groupe des automorphismes
de LX) muni de la topologie forte; il s'ensuit que d,d’,t sont des homéomorphismes des
mémes ensembles sur leurs images dans Mp(X). On en conclut aussitdt que r est un homéo-

morphisme de Q(X) sur son image dans Mp(X), et par suite que 'application
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(8, 7)—>Tr(s) = (5, 7Ty (1 (5)) (35)

est un homéomorphisme de Q(X) > T sur a-}(€(X)). Comme ce dernier ensemble est ouvert
dans Mp(X), cela montre que Mp(X) est localement compact, et aussi que 7 est un homo-
morphisme ouvert de Mp(X) sur Ps(X).

On notera que, lorsque X est la somme directe X, X, de deux espaces X,, X, sur k,
les résultats du n® 22 du Chapitre T permettent de définir d'une maniére évidente une
représentation de Mp(X,) ¥ Mp(X,) dans Mp(X), et que cette représentation est continue
et induit sur Mp(X,) et Mp(X,) des isomorphismes de ces groupes sur leurs images dans
Mp(X), avec lesquelles on pourra donc les identifier chaque fois que ce sera commode.

Dautre part, il résulte des n 11-12 du Chapitre 1 que, pour tout § € Mp(X), I'auto-
morphisme ®—$® de LX) induit sur §(X) un automorphisme de S(X); par suite,
(S,)~>S® détermine une application de Mp(X) x §(X) dans §(X); nous allons voir main-
tenant que celle-ci est continue. Pour cela, il suffira de montrer que (s, ®)—r(s)® est une
application continue de (X) x §(X) dans §(X); comme d'ailleurs (33) définit un homéo-
morphisme entre Q(X) et Q(X) x Is(X*, X) X Q(X), et que, si y, est arbitrairement choisi
dans Ts(X*, X), a—>y,a est un homéomorphisme de Aut(X) sur Is(X*,X), on est ramené

a démontrer la continuité de I'application

(s for @)=tz 0/2) dg(70) do(@) to( 0 f) @

de Q(X) * Aut(X) x Q(X) * §(X) dans §(X), ou, ce qui revient au méme, celle des applica-

tions

(1, ) to(xo /)P, (a,®)>dg(@) P

de Q(X) % S(X) et de Aut(X)x §(X) dans S(X). Quant & celle-ci, la vérification en est
immédiate.

36. Dans le cas ol k est un corps & valuation discréte, on peut aussi, au lieu du reléve-
ment £y, se servir du relévement ry qui a été défini au n° 19 du Chapitre I; on choisira ici
pour T un réseau L de X. Dans les notations du Chapitre I, nous remplagons donc G, G*,
I\ T, par X, X*, L, L,, ot L est un réseau dans X et L, le réseau qui correspond & L par
dualité dans X* (clest-a-dire I'ensemble des z* € X* tels que y([z,2*])=1 quel que soit
2€L). De méme que nous avons substitué la considération de Ps(X) & celle de By(X),
nous substituerons ici & la
les définitions du n° 19 du Chapitre T celle du sous-groupe Ps(X,L) de Ps(X) formé des
&léments s =(a,) de Ps(X) tels que yof prenne la valeur constante 1 sur L x L, et que o

du groupe B,(X,L) qu'on obtiendrait en appliquant

induise sur L x L, un automorphisme de ce groupe. On vérifie immédiatement que c'est
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1a un sous-groupe ouvert de Ps(X), compact chaque fois que k n’est pas de caractéristique 2,
et que I'homomorphisme y de Ps(X) dans By(X) applique Ps(X, L) dans By(X,L).

Avec les notations ci-dessus, I'espace H(G,I') du Chapitre I, n° 18, devient un espace
de Hilbert H(X,L), et la formule (25) du n° 19 de ce chapitre définit une représentation
r, de By(X,L) dans le groupe des automorphismes de H(X,L), donc une représentation
r o de Ps(X,L) dans ce groupe; par transport de structure au moyen de I'isomorphisme
Z-' de H(X, L) sur LX) qui est défini au n° 18 du méme chapitre, on en tire des représen-
tations de By(X,L) et de Ps(X,L), notées aussi r, et r,ou par abus de notation, dans le
groupe des automorphismes de L*(X). De plus, on déduit immédiatement de (25) que la
représentation r,ou de Ps(X,L) dans le groupe des automorphismes de H(X,L), ou, ce
qui revient au méme, de L¥(X), est continue quand ce dernier groupe est muni de la topo-

logie forte. Désignons alors par r’, la représentation
8=>(8,r2(u(s)))

de Ps(X,L) dans Mp(X); il résulte de ce qui préciéde que r7, est un isomorphisme de Ps(X,L)
sur son image dans Mp(X), puis que (s, 7)—>7r;(s) est un isomorphisme de Ps(X,L) x T sur
un sous-groupe ouvert de Mp(X). De plus, il résulte immédiatement de la fin du n° 21 du
Chapitre I que, pour tout ® € §(X), I'application s—>r7(s)® de Ps(X, L) dans §(X) est locale-

ment constante.

37. Nous allons maintenant étendre les résultats précédents au cas adélique. Nous
reprenons naturellement ici les hypothéses et les notations des n*® 29 et 30 du Chapitre II,
que nous étendons d’une maniére évidente & tous les groupes algébriques définis sur le
corps de base k; en particulier, on écrira Ps(X),, Ps(X), pour les groupes formés par les
éléments du groupe algébrique Ps(X) qui sont rationnels respectivement sur & et sur k,
et on écrira Ps(X), pour le groupe adélique attaché & Ps(X) de la maniére habituelle.
Comme au n° 29, on désigne par X° une base de X, et par (X*)° une base de X*, dont on
pourra supposer, pour fixer les idées, que c'est la base duale de X°. Pour toute complétion
k, de k & valuation discréte, on désignera par Ps(X); le groupe formé des éléments (o, /)
o Pa(X), tel que o induise sur X2 (X*)3 un automorphisme de ce réseau, et que f induise
sur ce méme réseau une fonction & valeurs entiéres (c’est-a-dire appartenant & I'anneau o,

les entiers de k,). Alors Ps(X), est la réunion, et méme la limite inductive, des groupes

Ps(X)3 =[] Ps(X), x [ Ps(X)2
ves ves

orsqu'on prend pour S, comme d’habitude, tous les ensembles finis de complétions de &
ontenant 'ensemble 3., de celles qui sont isomorphes & R ou €.
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De méme que dans le cas local (cf. n® 33), on a un homomorphisme (u,t) =, 7(1)) de
A(X), dans le groupe A(X,) attaché au groupe localement compact X'y au sens du Chapitre
1, n® 4. De méme Ia formule

palla,f) = (o, 70f)

définit un homomorphisme s, de Ps(X), dans le groupe By(X,) attaché & X, au sens du

Chapitre 1, n° 5, comme dans Je cas local, i, est injectif lorsque k n’est pas de caractéristi-

que 2.

Comme dans le cas local, on définira alors le groupe métaplectique Mp(X), comme
étant le sous-groupe de Ps(X), » By(X,) formé des éléments (s,5) de ce produit tels que
144(8) =7(8); on lui donnera la topologie induite par celle du groupe ambiant lorsqu'on
donne & By(X,) la topologie forte et & Ps(X), la topologie adélique usuelle. On désignera
de nouveau par 7 la projection de ce groupe sur Ps(X); elle est surjective et a pour noyau

Je groupe {e} x T, qu’on notera aussi, plus simplement, T.

38. On va maintenant définir un relévement continu dans Mp(X), d’une partie ouverte
de Ps(X),, ce qui, de méme que dans le cas local, permettra aussitot de conclure que Mp(X),
est localement compact et méme localement homéomorphe & Ps(X),» T et que @ est
X)),

Cest une partie ouverte non vide de Ps(X),. Posons alors, pour tout ensemble fini § de

une application ouverte de Mp(X), sur Ps(X),. Pour cela, posons, pour tout v, Q

complétions de k, contenant S,. :

Q:=T1Q, * [1 Ps(X)s;
ves " s
est une partie ouverte de Ps(X)3, done de Ps(X),. Sur chaque Q,, nous disposons, d'aprés
le n° 34, d’un relévement de Q, dans Mp(X),, que nous noterons r,; d’autre part, d’aprés le
n° 36, nous disposons, pour tout v tel que k, soit & valuation discréte, et pour tout réseau
L dans X,, d’un relevement r; de Ps(X,,L) dans Mp(X,); de plus, d’aprés le n° 21 du
Chapitre 1, celui-ci applique Ps(X,,L) sur un sous-groupe de Mp(X,) qui laisse invariante
la fonction caractéristique du réseau L. Pour presque tout v, Ps(X): est un sous-groupe
de Ps(X,, L) lorsqu'on prend L = X3; on désignera par S, I'ensemble (fini, et See)

des complétions de k pour lesquelles il n'en est pas ainsi, et, pour v¢S,, on désignera par

1 le relevement induit sur Ps(X); par r lorsqu’on prend L = X73.
D'autre part, pour tout z, soit ®, une fonction appartenant & L*(X,), et supposons
que, pour presque tout v, ®, soit la fonction caractéristique de X3; soit @ la fonction sur

X,, définie pour z= (z,) €X,, par la formule

D)= U D, (x,)- (36)
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La mesure sur X, étant définie conformé aux conventi pelées au n® 30 du
Chapitre II, ® appartient & L¥X,), et les combinaisons linéaires de fonctions de cette
forme sont partout denses dans L¥(X,). Pour tout S S, et tout s =(s,) €Q, on posera

alors.

r5(s) ® () Tvlz[sro (8) Dy () xvl;£ T (30) @o (o).

D'aprés ce quion a rappelé plus haut, presque tous les facteurs du second produit sont
respectivement égaux aux fonctions caractéristiques des réseaux X2, de sorte que la fone-
tion ainsi définie est de la méme forme que ®. II résulte alors du n° 22 du Chapitre T que
Vapplication ®—rs(s)® définie ci-dessus pour les fonctions de la forme (36) se prolonge &
un automorphisme de L*(X,), et qu'on a défini ainsi un relévement continu ry de Q dans

Mp(X),. De 1a on tire aussitot les conséquences annoncées plus haut.

39. Comme dans le cas local, on va montrer maintenant que (8, ®)~>S® détermine une
application continue de Mp(X,)  S(X,) dans §(X,); de méme quau n° 35, il suffit pour
cela de montrer que (s, ®)—>rs(s)® est une application continue de Qg x S(X,,) dans §(X,).

D'aprés les définitions du n° 11 du Chapitre I, et les remarques du n° 29 du Chapitre IT,
$(X,) se compose des combinaisons linéaires finies, & coefficients constants, des fonctions

de la forme

(% (Ix)vH D, (z,), (37)

ot ®., appartient & l'espace S(X..) du produit X., =[[X, étendu aux v€S.. (de sorte
que X, est un espace vectoriel de dimension finie sur R), ot ®, appartient & $(X,) pour
tout v, et oit , est égale, pour presque tout v, 4 la fonction caractéristique de X2.

Soit alors ® la fonction définie par (37), et soit s € Q5. De méme que plus haut, r; laisse
®, invariante pour presque tout v. Pour tout » €S —S.., 3,~1,(s,)®, est une application
continue, et méme localement constante, de Ps(X) dans S(X,). Enfin, il résulte du n° 22
du Chapitre I, et du n° 35, appliqués au produit X.., que les s, (resp. les r,(s,)) pour v €S,
déterminent un élément 3., de Ps(X..) (resp. un élément r.,(s..) de Mp(X.,), leur « produit
tensoriel », de telle sorte que 3.,—T.q(s..) soit une application continue; il s'ensuit, d’aprés
le n° 35, que 5, ~T.o(s.0) ®.c est une application continue dans $(X..) du produit [,
étendu aux v €. De la combinaison de ces résultats, on conelut que s—-ry(s)® est une ap-
plication continue de Qg dans S(X,), puis que S—-S® est une application continue de
Mp(X), dans S(X,), quelle que soit D€ S(X,).

Pour achever de démontrer la continuité de (s, D) $)®, il suffit alors de vérifier ce

qui suit : soient K une partie compacte de s, et U un voisinage convexe de 0 dans $(X,);

alors Uensemble £ des © € S(X,) tels que ry(s)® €/ quel que soit s€ K est un voisinage do
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0 dans $(X,). Comme U’ est convexe, cela revient, d'aprés la définition de la topologie de
S(X.,) comme limite inductive de celles des S(H, H') (cf. n° 11), & montrer que U’ 0 S(H, H')
est un voisinage de 0 dans S(H, H') quels que soient H et H'. Or, pour K, H et H' donnés,
i1y a un ensemble fini §' de complétions de k ayant les propriétés suivantes : (a) pour
tout s =(s,) €K et tout v§S’, on a 5,EPs(X)S; (b) toute fonction appartenant & S(H,H') est

combinaison linéaire de fonctions de la forme (37) ot @, est la fonction caractéristique

de X3 pour tout v¢S’. Dans ces conditions, I'assertion qu'il s'agit de démontrer est une

immédiate des propriétés de continuité démontrées au n® 35 pour le cas local.

40. D'autre part, on peut appliquer les résultats du Chapitre 1, n™ 16-19, & G=X,,
G*=X%, T'=X,, T, =X} il est immédiat qualors I'h phisme s, de Ps(X), dans
By(X,), défini au n° 37, applique Ps(X), dans le sous-groupe de By(X ,) qui, avec les nota-

tions du n° 19, s'écrit By(X,,X,). De méme que dans les situations analogues étudiées

plus haut, on peut donc, au moyen du relévement ry de By(G,T) défini au n° 19, définir ici
un relévement de Ps(X), dans By(G), et par suite un relevement de Ps(X), dans Mp(X),,
qu'on notera 1. Nous allons maintenant expliciter celui-ci; il suffira d’ailleurs pour cela
dexprimer r,(s)® au moyen de ® pour ® € S(X,,), s€€Ps(X),. Conformément aux définitions

du Chapitre I, nous devons donc introduire la fonction

Oz, ;c‘):—»éz)r D(x+E) 2 (& 2"]) (x€X 2 €XD);

ici, comme on I'a déji noté dans le cas plus général étudié au Chapitre I, n° 18, la série
du second membre est uniformément convergente sur tout compact en vertu de 'hypothése

®ES(X,). On a alors la formule (cas particulier de (23) du n° 18) :
P(z)= f Oz, °) di*,
X%

oll dé* est la mesure sur le groupe compact X4/X% qui donne la valeur 1 & la mesure du
groupe. Soit 8 = (0, f) un élément de Ps(X),, et écrivons comme d’habitude o = (: g) D’apreés
Je n° 19, la fonction @’ =r,(s)® est définie par les formules

0'(x)=0G0) () (== (x,2*)€X,x X)),

@'(z) :f@'(z,z')di‘,

ou encore V(@)= f@(zu +avy, 2B +x%0)y(f(x,z*)) di*,
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Iintégrale étant prise sur X3/XZ. Soit ¥ le noyau de y dans X*; soit ¥ = X*/N. On peut,
d'une maniére évidente, identifier N,/N, avec un sous-groupe fermé de X%/X} et ¥,/¥,
avec le quotient de X%/X% par N,/N,; en désignant par £* 'image de #* dans ce dernier

quotient, on pourra done écrire
o (z)=J“}'(z, ) di*,
ot ¥ est donnée par Ia formule

¥(x, %) =f S O@xt+aty+ &L (E zf+ (2" +n)d] +[(z, 2* +n))di;
Na Nk feXi
ici 7t désigne I'image dans N,/N, de n€N,, et dsi est la mesure dans N,/N, pour laquelle
N,/N, a la mesure 1; de méme, di* est la mesure dans ¥,/Y, pour laquelle Y,/Y, a la
mesure 1.
On a d’ailleurs, en vertu de (32) :
fl, 2t +28) = {0, 21) + f(z, 23) + [] y, 2B+ 23 8],
d’oli, pour n €N :
f@,z" +n) = f(0,n) +f(z,z").
En particulier, il s'ensuit que £(0,7) est une forme additive sur N. Comme f est rationnelle
sur &, on peut donc définir un caractére g de NV,/N, en posant ¢(it) =z(f(0,n)) pour n €N ,,
puis prolonger @ & un caractére de X%/X?. Il revient au méme de dire qu'il y a un caractére
de X7, prenant la valeur 1 sur X}, qui coincide avec y(f(0,7)) sur NV, ou encore qu'il existe
£, € X, tel que I'on ait
20, 7)) =x([§6,m])

quel que soit n €N ,. Bien entendu, si k n’est pas de caractéristique 2, la forme additive
f(0,n) sur N se réduit & 0, de sorte qu’on peut prendre £,=0.

Cela posé, 'expression ci-dessus pour W' s'écrit aussi

Wi, i'):J‘:m(un'w5)1([5.:%:‘61 (e, 2 ) L([ED" + &g n)) di,

ou plus simplement
Wz, %) :=§L®(2:1+1‘y+5)1([5, 2B+ 2" 8]+ f(x, 2*)),

oit la sommation est étendue & I'ensemble L des & € X, tels que l'on ait
13~ 642048 Acta mathematica. 111. Imprimé lo 3 juin 1084
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[£6* + £ m] =0

pour tout 7€ N, ou encore tels que £8% + & appartienne au sous-espace N, de X orthogonal
au noyau N de y dans X*; N, n'est pas autre chose que I'image X*3* de X* par y*. On

peut dire aussi que L est T'ensemble des &€X, tels que I'équation
% +Eo =8y
ait une solution &* dans X}; comme on a
s g
o :( . ﬂ_),
Y
cela revient a dire que (£,£%)o ! est de la forme (— £, &) avec & €X,. En défini-
tive, L est donc l'image de X% par I'application
> —Gatély

de X% dans X,. En tenant compte de (32), on peut alors écrire
W(r, &%) = S((x— &) a+ (& + E) ) 2 (f (x— &g, 2" + 1) = [£0.2°)),
ot la sommation est étendue a des valeurs de & prises dans un systéme complet de re-
présentants de X3 modulo N,. Observons maintenant qu'en vertu de Ja définition de &,
la fonction
2(f(x,2*) — [€p,2*])
ne change pas si on y remplace &* par z*+n, avec n €N, On peut done définir une fonc-

tion Q sur X, x ¥, en posant
Qz,y) = O(xa +a*y) g(f(z,7*) ~ [0, 2*])

chaque fois que 2 € X, 2* € X%, et que y est 'image de z* dans ¥ ,= X% /N .. On a alors, avec

ces mémes notations

¥ (z, 2) = Zyﬂ(z“ &, ytn),
A
et par suite

PD'(x) = J‘y Qz— &, y)dy,

ol dy est la mesure de Tamagawa sur ¥, (celle pour laquelle Y,/Y, est de mesure 1).
Comme z*—z*y détermine, par passage au quotient, un isomorphisme de ¥ sur l'image

Z=X*y de X* par y, on obtient en définitive



SUR CERTAINS GROUPES D’OPERATEURS UNITAIRES 193
l'k(v’)‘b(t):fz O(z &) x+2)p (- &, 2)dz, (38)
A

olt Z=X*y, dz est la mesure de Tamagawa sur Z,, et p est le caractére du second degré
de X, %7, défini par
p(x,2%y) =x(f(z,2*) ~[§,2*]) (z€X,,z*€XY).

41. L'application du théoréme 4 du Chapitre T, n° 19, va nous donner maintenant le
résultat que nous avions principalement en vue dans ce mémoire. Ce théoréme donne
d’abord ;

> D) =3 r(s) D &), (39)
feXk feXe

égalité qui est valable chaque fois que s €Ps(X), et D€ S(X,); elle se réduit & la formule de
Poisson lorsque s=d'(y), y étant un isomorphisme de X sur X,. De 14, ou, ce qui revient

du méme, du corollaire du théoréme 4, nous voulons maintenant déduire ce qui suit :

THEOREME 6. Soient X, un espace vectoriel de dimension finie sur k, et ® une fonction
appartenant & S(X,). Soit © la fonction sur Mp(X),, définie, pour tout S€ Mp(X),, par la
formule

O8)= 3 Sd ().
e
Alors © est une fonction continue sur Mp(X),, invariante par les translations & gauche déter-
minées par les éléments de Mp(X), de la forme t,(s), avec s € Ps(X),.
L'invariance de © est évidente d’aprés (39), ou d’aprés le corollaire du théoréme 4

dédui des lemmes suivants.

dun°19;iln’y a a dé ue sa inuité, que nous
y q q

LEMME 4. Soit (an)aex une suite de nombres réels a, >0. Alors il existe une fonction

@ES(R) telle que Uon ait, quel que soit z :

")

En effet, soit f(z)=inf(a,|x|"); soit g une fonction indéfiniment différentiable sur

@ () > infaey (a, ||

R, i valeurs >0, de support contenu dans [~ 1, +1], et telle que [gdz =1, et soit h—fxg.
On aura

fle=1)>h(@)>fx+1) pour z=+1,

flz—1)<h(z)<f(x+1) pour z<—1.

De plus, si D =d/dz, on a D*h=f% D?q quel que soit p>0, d’oli on conclut immédiatement
que |z"D”h| est borné pour tout n>-0 et tout p=0, done A€ §(R). Soit hyES(R) tel que

ho(x) =0 pour tout z et hy(z) @y pour —2 << +2. On aura, quel que soit « :
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f(x) h(x =1) +h(x +1) +ho(a),
ce qui démontre le lemme (?).

LEMME 5. Soient G un groupe abélien localement compact et C une partie compacte
de S(G). Alors il existe O € S(G) telle que |D(z)| < Dy(z) quels que soient PEC et 2€G.

Avec les notations qui ont servi & définir S(G) au n° 11, on sait (cf. Bruhat [1]) que toute
partie compacte de S(G) est contenue dans un espace S(H,H'); il suffit done de démontrer
le lemme pour un groupe élémentaire G =R"x Z?x T%x F, ou F est un groupe fini. Soit

2€G; soient ,,...,2,, Yy, .., Y, ses coordonnées relatives aux facteurs R, Z de G; posons

et, pour tout n€N :

a,=supsec.occ |[1(2)" @ @)|;
d'aprés la définition de $(G), on a a,< + oo pour tout n. Pour cette suite (a,), soit ¢ une
fonction de S(R) ayant la propriété énoncée dans le lemme 4. Alors @, =g o a la propriété
voulue.

Revenons & la démonstration du théoréme 6. Il résulte immédiatement des définitions
que, pour tout z,€X,, ®—>®(z,) est une application continue de §(X,) dans €. Comme
Qautre part on a montré que, pour chaque ® € §(X,,), S —>S® est une application continue
de Mp(X), dans §(X,), il s'ensuit que chacun des termes de la série qui définit © est une
fonction continue sur Mp(X),. Soit C une partie compacte de Mp(X),; si ®ES(X,),
Timage de C par S—S® est une partie compacte de S(X,), et il résulte donc du lemme 5
qu'il existe O, € §(X,,) telle que |SP| <P, quel que soit S EC. La série qui définit F(8) est
done, pour SEC, majorée terme & terme par la série Y®y(£). Celle-ci étant convergente
daprés ce qui précéde, cela achéve la démonstration.

La définition de fonctions modulaires au moyen de séries théta est naturellement un
cas particulier du mode de définition de fonctions automorphes qui est contenu dans le

théoréme 6.

IV. Réduction du groupe métaplectiq

42. Aussi bien dans le cas local que dans le cas adélique, le groupe métaplectique est
une extension centrale du groupe pseudosymplectique par le groupe T. On va montrer
maintenant qu'en général cette extension n'est pas triviale, mais que du moins elle se

(1) Cette ion m'a été iquée par J. Dieuds
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raméne toujours & une extension par le groupe & deux éléments {+1}, ou, comme on pour-
rait le dire aussi, & un revétement & deux feuillets.

Nous aurons besoin d’un lemme de théorie des groupes, sans rapport avec ce qui
précéde.

LEMME 6. Soient G un groupe, et U une partie de G, tels que U-10 Ua n Ub 0 Uc +0 quels
que soient a, b, c dans G. Soit R Uensemble des éléments (u, ', u") de U X U x U tels que u” =uu’.
Alors G est engendré par les éléments de U et peut étre identifié avec le groupe défini par ces
générateurs et par les relations u” =uu’ pour (u, w', u")€R.

Soit z€6; soit ¥€ U1 Uz~; alors on a z=v-'(va) et v-'€ U, vz €U, ce qui justifie la

dré 16 %@ cor dant biuni-

premiére assertion. Soit G le groupe par des

voquement aux u € U, et défini par ces générateurs et par les relations @ correspondant
aux éléments (u, u’, u") de R; alors @&—>u détermine un homomorphisme 4 de @ sur @, et
nous avons & démontrer que le noyau N de 4 se réduit & I'élément neutre é de . Montrons
d’abord que, si un élément de N est de la forme i '@, %, ... 4, c’est &. Pour n =1 c’est trivial;
pour n=2, cela résulte de la définition de @; nous pouvons donc procéder par récurrence.
Un tel élément de NV étant donné, soit v un élément de 'ensemble

U™ 0 Uug* 0 Uus' n Uzt g’

Les éléments u=v-Y, u’ =vuy, u”=vu;, u”’ =vu,u, de ¢ appartiennent donc & U, et on a

les relations

wy=uw', wy=uu’, wu=u'", w=u""uz..u,

ce qui entraine (en vertu de la définition de & en ce qui concerne les trois premiéres de ces
relations, et en vertu de 'hypothése de récurrence en ce qui concerne la derniére)

Gy =i, @y=0d", @Wig=d", @

et par suite Gy =1, ,...7,, comme nous Pavions annoncé. Montrons maintenant que, si un
élément de N est de la forme @, ...d, (ol n 1), cest &. En effet, cette hypothése entraine
que i@Vl ... %, est dans N quel que soit u€ U, d’oit la conclusion annoncée en vertu de co
qu'on a démontré précédemment. Soit alors V=17 U U-1, et soit S l'ensemble des éléments
(v,0',0") de V< V' x V tels que v" =uv’. Prolongeons & ¥ lapplication u—i de U dans & en
posant 7 =ii~! pour v=u-!, u€U, ce qui, d’aprés ce qu'on a démontré, coincide bien sur
UNU- avec I'application u—>i qu'il s'agissait de prolonger. D'aprés ce qu'on a déja
démontré, on vérifie immédiatement, par lexamen des différents cas possibles, que

chaque fois que (v,v',0") €S. Mais alors le raisonnement fait plus haut pour [/ et R
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wapplique & 1 et S et montre que tout élément de N de la forme ... 7, est égal & é.
Comme tout élément de G peut se mettre sous cette forme, cela achéve la démonstration.

11 est clair que les hypothéses du lemme 6 sont satisfaites lorsqu’on prend pour G un
groupe analytique sur un corps local k, et pour U le complémentaire d'une réunion de sous-
variétés analytiques de G de codimension =1. En particulier, il en sera ainsi, d'aprés les
n* 31-32

de dimension finie sur k, et qu'on prend G =Ps(X), U =Q(X), ou encore quand k est un

. quand k est un corps local de caractéristique autre que 2, X un espace vectoriel

cory
G=Ps*(X), U=Q(X).

< local de caractéristique 2, X un espace de dimension paire sur k, et qu'on prend

43. Revenons & la question posée au début du chapitre, et soit d'abord X de dimen-
sion finie sur un corps local k de caractéristique autre que 2, de sorte qu'on peut identifier
Ps(X) avec le groupe symplectique Sp(X). Suivant I'usage, on dira que Mp(X) est une
ire Mp(X)=Sp,(X) xT, ott Sp,(X) est
un sous-groupe de Mp(X) sur lequel z induit un isomorphisme de Sp,(X) sur Sp(X).

extension triviale de Sp(X) par T si I'on peut éc

Pour qu'il en soit ainsi au sens de la théorie des groupes (resp. au sens de la théorie des
groupes topologiques), il faut et il suffit qu'on puisse définir sur Mp(X) un homomorphisme
(resp. un homomorphisme continu) de Mp(X) dans T, se réduisant & l'identité sur T; en
notant 6 Iisomorphisme (¢,t)— de T sur T, il revient au méme de dire qu'il doit exister
un caractére (resp. un caractére continu) de Mp(X), coincidant avec 6 sur T.

Plus généralement, supposons qu'il existe un caractére ¢ de Mp(X), continu ou non,
qui coincide avec 6" sur T, n étant un entier >0, et soit N le noyau de ¢; alors ona
Mp(X)=N-T,
phisme de N sur Sp(X) de noyau T,; si de plus @ est continu, N est fermé dans Mp(X),

; NNT est le sous-groupe T, d’ordre n de T; 7 induit sur N un homomor-

et zv induit sur N un homomorphisme ouvert de N sur Sp(X), de noyau T,, qui est en méme
temps un « isomorphisme local », de sorte qu'on peut dire que N est un « revétement & n
feuillets » de Sp(X). Nous allons maintenant appliquer & la construction d'un tel caractére
¢ le lemme 6 du n° 42, en le combinant avec le théoréme 3 du Chapitre I, n° 15, et avec la
détermination de y(f) effectuée au Chapitre II.

Comme, d’aprés le lemme 6, Sp(X) est engendré par Q(X), le caractére ¢ est entiére-
ment déterminé par les valeurs de y =gor sur Q(X). De plus, compte tenu de la différence
de notations entre les Chapitres T et TIT, on déduit du théoréme 3 du Chapitre I, n° 15, que,
si 8" =ss', avec s, &', s” dans Q(X), on a

T(6)r) =y (o),
ot f, est une certaine forme quadratique sur X, associée au morphisme (s)(s") (')~

de X sur X*. 11 s'ensuit que, si y est comme ci-dessus, on a, dans ces conditions :
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¥(s") =y(fo) "p(s)p(s"). (40)

Réci ent, on conclut immédi du lemme 6 que, si p est une application de

Q x) dans 7T satisfaisant & (40), on peut, d’une maniére et d’une seule, déterminer un
caractére @ de Mp(X) qui satisfasse & por =y et qui coincide avec 6" sur T; de plus, ¢ est
continu si p est continue.

Soit d’abord k = C; d’aprés le n° 26 du Chapitre IT, on a alors y(f) = 1 pour toute forme
silya

quadratique non dégénérée f sur X. On satisfait done & (40) en prenant n=1, p =
done un caractére et un seul de Mp(X) qui prenne la valeur 1 sur r(Q(X)) et qui coincide
avec § sur T; on désignera ce caractére par g, et son noyau par Sp,(X). On a Mp(X)=
Spy(X) X T; Sp,(X) est un sous-groupe fermé de Mp(X), isomorphe & Sp(X), et est engendré
par r(Q(X)).

Pour k +C, supposons d’abord que — 1 soit un carré dans k; d’aprés le n° 25 du Chapitre
I, on a alors (/)= + 1 pour toute forme quadratique non dégénérée f sur X. On satisfait
donc & (40) en prenant n=2, p=1. On notera g, le caractére correspondant de Mp(X),
et Spy(X) son noyau; clest un sous-groupe fermé de Mp(X) et un « revétement a deux
feuillets » de Sp(X).

Supposons maintenant que —1 ne soit pas un carré dans k. Choisissons une base de
X sur k, et, pour tout s€Q(X), désignons par D(s) le déterminant de y(s) par rapport i
cette base de X et & la base de X* duale de celle-ci; par définition de Q(X), on a D(s) =0
pour tout s €Q(X). La formule (28) du n° 28, jointe & ce qu'on a rappelé plus haut, montre

alors qu'on satisfait & (40) en prenant n=2 et
¥(s) =(D(s)/ — D y(q,)*"

pour tout s€Q(X), m désignant la dimension de X et g, la forme q,(z) =2? sur k;  est con-
tinue, et méme localement constante, sur Q(X). Comme plus haut, on notera g, le caractére
correspondant de Mp(X), et Spy(X) son noyau; celui-ci a les mémes propriétés que précé-
demment.

Passons au cas ot k est un corps local de caractéristique 2; dans ce cas, désignons par
Mp*(X) Uimage réciproque de Ps+(X) dans Mp(X), qui est un sous-groupe ouvert d'indice
2 de Mp(X). Soit I’abord X de dimension paire sur k; alors le lemme 6 s'applique & Ps*(X)
et Q(X), et, d’aprés le n° 25, on a p(f)= + 1 pour toute forme non dégénérée f sur X; on
peut donc, dans (40), prendre n=2 et y=1, ce qui définit un caractére g, de Mp+(X),
coincidant avee 62 sur T; son noyau Ps; (X) est un sous-groupe fermé de Mp*(X), et un
wrevétement i deux feuillets» de Ps*(X). Si X est de dimension impaire, on peut appliquer

ce qui précéde i Uespace X’ =X & k, qui est de dimension paire; le caractére g4 de Jp*(X),
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Qéfini comme on vient de le dire, induit alors sur Mp*(X), considéré comme wous-groupe
de Mp+(X') (cf. n° 35) un caractére analogue gy, dont on notera encore le noyau Ps (X).
Enfin, si X est de dimension 1 sur k, tout élément de Ps*(X) est de Ja forme d(o)t(f); si
on désigne en ce cas par Ps;’(X) Tensemble des éléments de Mp(X) de Ja forme d(@)t(f),
on vérifie immédiatement que clest 1a un sous-groupe fermé de Mp*(X), isomorphe &
Ps+(X), et qu'on a Mp*(X)=Ps; (X)=T.

44. On va montrer maintenant que les résultats du n° 43 sont « les meilleurs possibles »
au sens suivant : si k n'est pas de caractéristique 2, Mp(X) nest pas une extension triviale
de Sp(X) & moins que k=C; si k est de caractéristique 2, Mp*(X) n'est pas une extension
triviale de Ps*(X) & moins que X ne soit de dimension 1 sur k. D'ailleurs, si X =X, & X,
et quiil existe un caractére ¢ de Mp(X) (resp. de Mp*(X)) coincidant avec § sur T, celui-ci
induira un caractére analogue sur Mp(X,) (resp. Mp+(X,)); il suffira donc de faire la démon-
stration pour X =k ou pour X =k? suivant que Ja caractéristique de k est autre que 2 ou
égale d 2.

Soit ¢ un caractére de Mp(X) (resp. de Mp*(X)), continu ou non, qui coincide avee
6 sur T; ¢ a Ja valeur 1 sur le groupe des commutateurs de Mp(X) (resp. Mp*(X)). Con-
sidérons le sous-groupe de Mp(X) (resp. de Mp*(X)) formé des éléments de la forme
d()1(f), avec a€Aut (X), fEQ(X); on vérifie aisément que son groupe des commutateurs
comprend tous les éléments de la forme t(f); on a donc g(t(f)) =1 quel que soit f€Q(X).
Posons g(d(a)) = A(x) pour «EAut (X), et ¢(d'(y)) =pu(y) pour y€ls (X* X); 2 est un carac-
tere de Aut (X), et la relation d'(yx)=d'(y)d(a) donne p(ya)=pu(y)A(«). Soit maintenant f
une forme quadratique non dégénérée sur X, associée & un morphisme ¢ de X sur X*;
compte tenu des différences de notations entre les Chapitres I et IIL, la relation (9) du
Chapitre 1, n° 7, donne :

d'(—e (N d (@ )ty =t~ Hd'(—e™),
et la définition de y(f) au n° 14 de ce chapitre donne
&(—e )N (@) =y~ N (—e ™).
En prenant la valeur de ¢ pour les deux membres de cette derniére relation, on obtient
ploe™)=y(h-

Appliquons d'abord ce résultat au cas ol k n'est pas de caractéristique 2 et ot X =k. Comme

alors la forme / associée & o est donnée par f(z) =¢z*/2, on obtient

ylo®[2) =p(e™) =u(1) Ae)
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\u moyen de Ia proposition 3 du Chapitre II, n° 25, on en conclut que (/), pour une forme

A m variables f(z) =3 a,z?2, dépend uni de m et du discriminant []a, de f, donc

que (/) & méme valeur pour toutes les formes & 4 variables de discriminant 1, ce qui
contredit 1a. proposition 4 du Chapitre II, n® 28. Considérons maintenant le cas X=k,
avec k de caractéristique 2; alors toute forme non dégénérée sur X est équivalente & une

* Comme toutes les formes f, sont associées & un méme

forme fy(a,y) =ax?+ay +
morphisme (quels que soient a, b), la formule y(f) =u(g™") montre que prend la méme
Jaleur pour toutes les formes non dégénérées sur X. D'aprés la proposition 3 du Chapitre
I, n° 25, il s'ensuit que y prend la méme valeur pour toutes les formes non dégénérées &
4 variables, ce qui est de nouveau en contradiction avec la proposition 4 du méme chapitre.

11 résulte de ce qui précéde que les revétements Spy(X), Psi(X) définis au n° 43 ne
sont pas triviaws. Pour k=R, lexistence d'un revétement non trivial & deux feuillets du
groupe symplectique est naturellement une conséquence du fait que celui-ci est alors un
groupe de Lie connexe dont le groupe fondamental est Z; quant & la représentation unitaire

de ce revétement qui est donnée par
(8,0)>SD (SESpy(X),DELHX)),

ce n'est pas autre chose, dans ce cas, que celle qui a été récemment construite et étudide
par D. Shale [7]. Pour k=, on sait que le groupe symplectique est simplement connexe’
et on aurait pu déduire do 13 la trivialité de Jp(X) sur Sp(X). Il ne semble pas qu'on ait
signalé jusqulici 'existence des revétements Sp(X) et de leurs représentations unitaires

(8,®)—S® dans les cas oit k est & valuation discrete.

15. Ce qui précide s'étend sans difficulté au cas adélique; comme nous n’aurons pas
a faire usage de ces résultats, nous nous bornerons sur ce point & des indications sommaires.

Les notations étant celles des n°® 37-38, on va d’abord compléter par quelques remar-
ques les résultats de ces numéros. Pour tout v, désignons par . la projection canonique
de Mp(X,) sur Ps(X,)=Ps(X),, par T, le noyau de 7,, et par 6, le caractére (e,,t)—t de
T, e, étant Uélément neutre de Ps(X),. Au n° 38, on a défini, pour v¢S,, le relévement
r, de Ps(X)$ dans Mp(X.); soit Mp(X); Vimage de Ps(X)s par ri; c’est un sous-groupe
fermé de Mp(X,). Pour tout S, posons

M(S) =TT Mp(X,) < [T Mp(X)3.
ves ves

Draprés les n® 37-38, il y a, pour tout élément (8,) de M(S), un élément S de Mp(X), et

un seul tel que I'on ait, pour toute fonetion ®€L(X,,) de la forme (36) :
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SO(x) = ]]de ) (41)

de plus, cette formule définit un homomorphisme ouvert (8,)—8 de M(S) sur le sous-
groupe ouvert

Mp(X)3=a"(Ps(X)3)
de Mp(X),, homomorphisme dont le noyau est formé par les éléments (t,) de M(S)
pour lesquels ¢, €T, quel que soit v, 6, (t,)=1 pour v¢S (ce qui revient a dire que,
pour v¢S, t, est 'élément neutre de Mp(X,)). et [16,(t,)=1.

Daprés le n° 20 du Chapitre I, r, coincide avec r; sur I'ensemble Qf des éléments s
de Ps(X)3 tels que y(s) induise sur le réseau (X*)? un isomorphisme de celui-ci sur Xz,
De plus, si p, est I'idéal maximal de o,, la réduction modulo p, détermine des homomor-
phismes de X et (X*)g sur un espace vectoriel X, sur le corps fini I, =0,/p,, et sur le dual
X! de X,, respectivement; on en conclut que, pour presque tout v, la réduction modulo
p, détermine un homomorphisme (et méme, comme on le vérifie aisément, un homo-
morphisme surjectif) de Ps(X); dans Ps(X,), qui applique Q¢ dans (et méme sur) Q(X,).

Nous admettrons provisoirement que, pour tout espace vectoriel X de dimension finie
sur un corps I, Q(X)~1-Q(X) est égal & Ps(¥) ou & Ps*(¥) suivant que [ est de caractéristique
autre que 2 ou égale & 2; ce point sera démontré au Chapitre V (corollaire 3 de la proposi-
tion 6, n® 47). Supposons d’abord que k ne soit pas de caractéristique 2; alors, pour presque
tout v, on a

Ps(¥,) =Q(X,)-QX,),
d’oli on conclut aisément que, pour presque tout v, Ps(X)s = (Qg)~1-Q¢. D’autre part, pour
chaque v, les résultats du n° 43 permettent de définir un caractére continu ¢, de Mp(X,)
qui coincide avec 67 sur T,; comme on I'a vu, ¢, est déterminé d’une maniére unique par
la condition que I'on ait, pour tout s€Q, :
@ulr(8) = (D(8)] = 1), (g™,

ou m =dim(X); lorsque —1 est un carré dans k,, le second membre est égal & 1 pour tout
5€Q,. Pour presque tout v, k() —1) est égal, soit & k,, soit & I'extension quadratique non
ramifiée de k,; dans I'un et I'autre cas, on a (u/—1),=1 pour toute unité u de o,; comme
d’autre part on a y,(g;) =1 pour presque tout v d’aprés le n° 30, il s’ensuit que, pour presque
tout v, ¢, a la valeur constante 1 sur r,(Q). Mais pour presque tout v, comme on I'a vu,
r, coincide avec r, sur Q, et on a Ps(X): = (Q2)~- Q% done, pour presque tout v, ¢, a la
valeur constante 1 sur Mp(X)5. Il est clair alors que (S,)—=>] ] ¢,(8,) est un caractére de M(S),
égal & 1 sur le noyau de ’homomorphisme de M(S) sur Mp(X)$ défini par (41), et que, par
passage au quotient suivant ce noyau, puis & la limite inductive suivant S, on en déduit un

caractére continu ¢, de Mp(X),, qui, sur T, coincide avec (e,t)—>f%. Si on convient de dé-
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signer par Spy(X), le noyau de ¢, on conclut de 13, tout comme dans le cas local, que
M p(X),=8py(X),-T et que Spy(X), est un « revétement & deux feuillets » de Sp(X),.
Montrons encore que Spy(X), contient ry(Ps(X),). Comme Ps(X), n'est autre que
Q(X):'-Q(X),, il suffira de montrer que Sp,(X), contient r,(Q(X),). Soit donc s€Q(X)y;
on a alors s€Q, pour tout v, et s€Q pour presque tout v; comme r, coincide avec r; sur
Q¢ pour presque tout v, il s'ensuit que (r,(s)) est dans M(S) pour S assez grand. D’autre

part, la formule (38) du n° 40 donne ici
rk(s)fb(z):f Oz +2*y) 2 (f (z, ") do*,
=

et la comparaison de cette formule avec (16) du n° 13 (qui, compte tenu des changements
de notations, définit r, pour tout v) montre que r,(s) est limage dans Mp(X), de I'élément
(r.(s)) de M(S) par I'homomorphisme défini par (41). Dans ces conditions, pour que r,(s)
soit dans Spy(X),, il faut et il suffit que l'on ait [T g,(r,(s)) =1; or il en est évidemment ainsi
si —1 est un carré dans k, et, dans le cas contraire, cela résulte immédiatement de la propo-
sition 5 du n° 30 et de ses conséquences énumérées au n°® 30 (c’est-a-dire de la loi de réci-
procité quadratique).

Dans le cas ou k est de caractéristique 2, on procédera d’une maniére analogue lorsque
m=dim(X) est pair, en substituant naturellement la considération de Ps*(X) a celle de
Ps(X); si m est impair et >3, on plongera X dans un espace X’ de dimension m + 1, comme

dans le cas local. Le cas m=1 ne donne que des résultats triviaux.

V. Compléments

46. Comme aux n° 31-32, on va d’abord considérer un espace vectoriel X sur un

corps quelconque &, et le groupe pseudosymplectique Ps(X) attaché & X. Pour s=
(o, /) €Ps(X), a:(zz), on écrira comme précédemment y =y(s), et de méme ax=x(s).
\y

On conviendra de désigner par P(X) le sous-groupe « parabolique » de Ps(X) formé des
$€P3(X) pour lesquels y(s)=0. Nous nous proposons d’écrire tout élément de Ps(X)
sous une forme « normale » qui généralise I'expression (33) pour les éléments de Q(X), et
qui mette en évidence les classes & gauche dans Ps(X) suivant P(X).

Soit d’abord s =(a,f)€P(X). En exprimant au moyen de (32) que s€Ps(X), et tenant
compte de y(s) =0, on obtient

fleg, 28 +£2) = (0, 20) + fzy, 22).

En désignant par g et h les formes respectivement induites par f sur X et sur X*, on en

conclut que A est additive et que l'on a
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fz,a%) =g(x) + h(x*).

11 est immédiat alors que t(g)=t'(k)~'s est de la forme (¢',0), donc, en vertu des remarques
de la fin du n° 6, de la forme d(4) avec 2 € Aut (X). On a donc

s=t'(k)t(g)d(2) (42)

avec h€Q,(X*), g€Q(X), A€Aut (X); le calcul qu'on vient de faire montre méme que
se met sous cette forme d’une maniére et d'une seule.

Soit maintenant & =(g,f) un élément quelconque de Ps(X); soit 3 =(s); soient N le
noyau de y, W un supplémentaire de N dans X*, et Z = X*y. Alors y induit sur W un
isomorphisme de W sur Z, et il y a donc une forme quadratique f, sur Z telle que I'on

ait f(0,2) =f,(wy) pour tout w€ W; autrement dit, la formule
fola*) =1(0,2%) —f1(=*y)
définit une forme quadratique f, sur X* qui s’'annule sur W. Mais d’autre part (32) donne,
pour n€N, z*€X* :
1(0,n +2*) = f(0,n) +1(0,z*),

ce qui implique en particulier que f(0,n) est additive sur N. On conclut de la qu'on a
Jo(n ) =1(0,n) pour n € N, w€ W, ce qui montre que f, est une forme additive sur X*.

47. On va déduire de 1a le résultat suivant :

PRrOPOSITION 6. Soient s =(0,f), 8 =(d’,f') deux éléments de Ps(X); soient y =y(s),
' =y(s'). Alors, pour que s et 8" appartiennent & une méme classe & gauche suivant P(X),
il faut et il suffit qu'on ait X*y=X*y' et qu'il y ait f, EQ(X*y) telle que les deuz formes

2*—>f(0,2%) —fi(a*y), @*—>(0,2%) —fi(=*y")
soient des formes additives sur X*.

D'aprés le n° 46, on peut en tout cas choisir /, de maniére que la premiére de ces

formes soit additive. Supposons alors qu'on ait &' =s"s avec y(s")=0; soient s =(a",{"),

0 8"
plus, d’aprés le n° 46, f*(0,*) est une forme additive. Comme on a

o = (“‘ p ) Alors 6" est un automorphisme de X*, et on a7’ =4y, donc X*y =X*y". De

11(0,2%) ={"(0,2*) +£(0,2*0"),
on aura aussi
10,2%) = fi(2*y') =17(0,2*) +£(0,2*8") ~ f1(x*6"y),
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et le second membre est une forme additive en vertu de la définition de f,. La condition de
I'énoncé est donc né ire. Récip p qu'elle soit satisfai
=G -G
v 9 ¥ 0
et 5" =s's~1; on aura alors y(s") =y'0* —8"y*. Posons aussi Z=X*y=X*y’, et soit j I'injec-
¥/ =7'j, olt 7, 7 sont des morphismes de X*

Posons

tion de Z dans X; on peut alors écrire y =
sur Z. Soit g, le morphisme de Z dans Z* associé & f;; comme, en vertu de (32), le morphisme
associé & (0, 2%) est y0%, Phypothse faite sur /(0,z%) donne y0* =7g,7*, ce qui s'écrit

aussi
(0% —07*) =0,

ot 5% —g,7* puisque 7 est surjectif. On en conclut 8j* =7o,; en remplagant / par ',

on a donc aussi 0'j*=7;. Cela donne

oyt =76 =7"7*

et par quent /8% =8'y*, c'est-d-dire y(s") =0, ce qui achéve la démonstration.

Il résulte en particulier de la proposition 6 que I'ensemble des classes & gauche de
Ps(X) suivant P(X) correspondant aux éléments s de Ps(X) pour lesquels (s) est de rang
+ donné peut s'identifier avec un fibré vectoriel sur la grassmannienne des sous-espaces

Z de X de dimension r, la fibre cor dant A un tel espace Z étant Uespace vectoriel

QA2)(Qu(2)-

CoROLLATRE 1. Soit s€Ps(X); soient X, l'image de X* par y(s), X, un supplémentaire
de X, dans X et y, un isomorphisme de X7 sur X,; soit aussi Qi un supplémentaire de Qy(X,)
dans Q(X,). Alors s se met d’une maniére et d'une seule sous la forme

3=t (h)t(g)d(A)(d'(y,) H{}) Bez) (43)
avec hEQy(X*), g€Q(X), A€Aut (X), /,€Q, e, désignant U'élément neutre de Ps(X.,).

Soit y=y(s); il résulte du n® 46 (ou de I'énoncé méme de la proposition 6, si I'on y
prend s’ =3) qu'il existe /, €Q(X,) telle que la forme
z*=>f(0,z*) ~ hi(z*y)
soit additive. Comme cette condition détermine f, d'une maniére unique & une forme addi-
tive prés, on peut, d’une maniére et d’une seule, y satisfaire en prenant f, dans @i. Soit

alors & =d'(y,)t(},)@ey; le critére de la proposition 8 montre i

appartiennent & une méme classe & gauche suivant P(X). On peut donc, d’une maniére et

di que s et 8
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drune seule, mettre s~ sous la forme (42), ce qui donne bien pour s Vexpression (43)
Reéciproquement, si on suppose & mis sous Ja forme (43) et qu'on définissc o” comme ci-dessus,
on voit aussitot, au moyen de Ja proposition 6, que f, ne peut étre autre que la forme quion
a Cerite plus haut; compte tenu de Iunicité de Vexpression (42) pour tout. élément de

P(X), cela achéve Ja démonstration.

CoRrOLLAIRE 2. Les hypothises el nolations étant les mémes que dans le corollaire 1, s

se met d'une maniire et d'une seule sous la forme
5=1(g)d(2) (d'(y3)Ugy) @t (k) (44)
avec gEQ(X), A€Aut(X), ¢, €Q(X,), hy €Qu(X3).

Procédant comme dans le corollaire 1, mais appliquant (42) & s's, on obtient d’abord

une expression
s=d(2)"2(g) M (1)1 (d (72) U2 Dez)-
On peut écrire, pour z* = (zf,28) €X*
—h(z*) =hy(21) + ho(23)

ot 7y €Qu(XT), Ry €Qu(X3); alors (k)1 =¢'(iy) @Y (hy). Un caleul facile montre que ¢ (1)d'(72)
séerit aussi d'(y,)t(hi), avec b €Q,(X,). Dautre part il résulte immédiatement des identités
du 1 32 que d(2)-1t(g) peut s'écrire sous Ja forme 1(¢')d(%'). En écrivant g, 4, g au liew
de g/, 7, fo+ ki, on obtient (44). Quant & T'unicité, elle résulte de I'unicité de (43) et du
caleul qu'on vient de faire, pris en sens inverse.

i, dans les corollaires 1 et 2, on suppose y(s) =0, ou, ce qui revient au méme, X; = {0},
X, =X, on retrouve (42) ou une formule équivalente. D'autre part, le cas s €Q(X) équivaut
A X,= X, X,—{0}; compte tenu des identités du n° 32, 'application & ce cas du corollaire
5 donne & nouveau la formule (33). On va aussi déduire des corollaires ci-dessus un résultat

qui était resté en suspens au Chapitre IV :

COROLLAIRE 3. Soit X un espace vectoriel sur un corps k; alors Q(X)1-QX) est
égal & Ps(X) ou & Ps*(X) suivant que la caractéristique de k est autre que 2 ou gale @ 2.

Soient s €Ps(X) et & EQ(X); mettons s’ sous la forme (33) (ou, ce qui revient au méme
dans ce cas, sous Ja forme (44)) en éerivant s’ =t(g)d'(y)t(gy). Pour que T'on ait &'s€Q(X),
est-a-dire pour que y(s's) soit un isomorphisme de X* sur X, il faut et il suffit, comme le
montre un calcul immédiat, que x(t(g;)s) soit un automorphisme de X. Autrement dit,
pour que s appartienne & Q(X)-1-Q(X), il faut et il suffit qu'il y ait fE€QX) pour lequel
«(t(f)s) € Aut (X). Dailleurs, (33) montre que Q(X) est une double classe suivant P(X),
co qui est aussi évident directement; done Q(X)1Q(X) est une réunion de telles doubles
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classes. En mettant s~ sous la forme (43), et en posant s, =d’(y,) (f,) @e,, on voit done que,
pour que s appartienne & Q(X)~1-Q(X), il faut et il suffit que s; ' y appartienne, ou encore
quiil y ait f€Q(X) tel que x(¢(f)si") soit un automorphisme de X. Or il est immédiat qu'on
satisfait & cette condition en prenant pour f une forme nulle sur X, et telle que / —f, soit
non dégénérée sur X,; un tel choix est toujours possible lorsque k n'est pas de carac-
téristique 2, et aussi lorsque & est de caractéristique 2 et X, de dimension paire. Comme
on a déja observé au n° 32 que cette derniére condition équivaut & s € Ps*(X), la conclusion
s'ensuit. Notons en passant qu'on pourrait, dans le cas ot k est de caractéristique 2, déduire
de la proposition 6 et de ses corollaires les résultats rappelés sans démonstration A la fin

du n° 32 au sujet de Ps*(X) et Ps~(X).

48. Dans les chapitres précédents, on s'est souvent servi de la formule (33) du n° 32
(ou, ce qui revient au méme, de la proposition 1 du n° 7) pour « relever » & Mp(X) des lé-
ments de Q(X); les corollaires 1 et 2 de la proposition 6 du n° 47 permettent de faire de
méme pour un élément quelconque de Ps(X), lorsque X est un espace vectoriel sur un corps

local. On va appliquer cette remarque & la démonstration du résultat suivant :

ProrosirioN 7. Soit X un espace vectoriel sur un corps local k; soient SEMp(X),
5=0(8) et y=y(s). Soient £, & deuz automorphismes de X tels que Uon ait sd(£) =d(&)s.
Alors on a aussi S4(§) =d(£)S pourvu que Von soit dans Uun des cas suivants : (i) on peut
mettre s sous la forme (44) avec hy=0; (ii) il y a un supplémentaire X, de X, ~X*y dans
X qui est stable par £.

Comme h,, dans (44), est une forme additive, on est toujours dans le cas (i) si k n'est
pas de caractéristique 2. Notons en passant que la condition 4, =0, qui en apparence dépend
du choix de X, et de y, dans le corollaire 2, est en fait équivalente & la suivante qui n’en
dépend pas : (') si on éerit s =(a, ), f s'annule sur le noyau de y.

En tout cas, X, et , ayant été choisis comme dans les corollaires 1 et 2 de la proposi-
tion 6, on peut mettre 5 sous la forme (44); il y a alors a,€ X, tel que I'on ait, pour tout
TeX::

2(hy (25)) = X([ag, 22]).

t-d-dire que

D'autre part, la relation sd(§) =d(§)s donne y&=&*-1y, d'oi X,&-X,, ces
X, est stable par & En mettant £ sous forme matricielle par rapport & la décomposition

X =X, &X,de X en somme directe, on aura donc

B (5, 0 )
§ : )
n &

et (ii) revient & dire qu'il y a un choix de X, pour lequel 5 ~0.
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Cela posé, § ne différe que par un facteur scalaire de I'élément

8§ =1(g)d(2) (' (»)t(@:) Ot (hy))
de Mp(X). D'autre part, I'hypothése faite sur s implique gue Sd(¢) et d(&)S ne différent
que par un facteur scalaire §€T; il s'ensuit que, pour tout DES(X), SAEDO) et
4(¢)S'D(0) ne different que par ce méme facteur 6. En explicitant les opérateurs qui
interviennent dans la définition de §', on voit que cela revient & dire qu'il existe ¢ >0 tel
que I'on ait

f® (2,8, — ay7. — a,E) 2 (g, () dxy = €O J.G’(zy —ay)2(9, (%)) dx
pour tout ®ES(X). Pour cela, il faut et il suffit évidemment que a,,=a, et que I'on ait
2(02(21)) =0-2(g2(@: 51— ax7))

quel que soit z,. Pour z, =0, cela donne bien =1 pourvu que a,=0, ce qui a lieu dans Je
cas (i), ou 77=0, ce qui a lieu dans le cas (ii).

COROLLAIRE. Soit X un espace vecloriel sur un corps local k, et soit G un sous-groupe
de Aut(X); supposons que k ne soit pas de caraciéristique 2 ou que G soit complitement réduc-
tible. Soit S un élément de Mp(X) tel que s =n(8) soit permutable avec d(§) quel que soil EEG:
alors § est permutable avec d(£) quel que soit EEG.

Si k mest pas de caractéristique 2, on n’a qu'a appliquer la proposition 7, avec E=¢.
En tout cas, la démonstration de la proposition 7 montre que X, =X*y(s) est stable par

@; si donc @ est complé ¢ réductible, X, & un sup ire stable par G, et on est

dans le cas (ii) de la méme proposition.

49. On va maintenant définir des sous-groupes du groupe pseudosymplectique, qui
joueront un grand réle dans les applications & la théorie arithmétique des groupes lassiq
Soit /4 une algébre sur un corps de base k; on la supposera toujours associative, de

dimension finie sur k, et possédant un élément unité qu’on notera en général 1; on identi-
fiera alors k avec son image dans /4 au moyen de l'isomorphisme t—>t-1. On écrira éven-

suellement A, au licu de A4, particuliérement lorsqu'on voudra considérer le « cas adélique ».

On supposera de plus qu’on s'est donné sur A4 une involution (, c'est-b-dire un antiaut
morphisme involutif de A considérée comme algébre sur & par définition, ¢ induit done
Pautomorphisme identique sur k lorsque k est considéré comme sous-algébre de A comme

il a été dit plus haut.
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On considérera des modules sur A4, dont on supposera toujours qu'ils sont de dimension
inie sur k. La donnée de ¢ permet de considérer tout A-module & droite ¥ comme un
4-module & gauche, au moyen de la formule ty=yt (t€A,y€Y). En particulier, soit
X un A-module & gauche; son dual Hom (X, 4,), ¢’est-d-dire I'espace des formes A-linéaires
ur X, est muni naturellement, comme il est bien connu, d’une structure de 4-module &
Iroite; on conviendra de noter X* ce méme dual muni d’une structure de 4-module &
auche do la maniére quon vient d’expliquer. On notera {z,z"}, pour z€X, z*€X*, la

saleur en z de la forme A-linéaire sur X qui correspond & 2*; on aura donc, par définition :
{tr,uz*} =t{z,z*}u (t€A,u€AzEX 2*EXY),

vest-a-dire que {z,2*} est une forme sesquilinéaire sur X x X*.

Enfin, on supposera qu'on s'est donné aussi sur /4 une fonction trace 7; on entendra
par & une forme k-linéaire sur A (ou, pour étre plus exact, sur U'espace vectoriel sur k
ous-jacent & A), invariante par L'involution ¢ et telle que (f,u)->(t) soit une forme bi-
inéaire symétrique non dégénérée sur A4 x A. Soit alors X un 4-module & gauche; soit f
1ne forme k-linéaire sur X; alors, pour tout z€ X, t—>f(tz) est une forme k-linéaire sur 4,
t il y & donc un élément F(x) de A et un seul tel que f(tz) =7(tF(x)) quel que soit f. Tl est
clair alors que z—>F(z) est une forme A-linéaire sur X et qu'on a f=7o F. Par conséquent,
la formule f=7o F détermine une correspondance biunivoque entre les formes k-linéaires
f et les formes A-linéaires F sur X. En d’autres termes, on peut identifier X* avec le dual

de Tespace vectoriel sur k sous-jacent & X au moyen de la formule

2% =x({z,2%)).

Comme on a convenu de ne considérer que des 4-modules de dimension finie sur , il
Sensuit de plus qu'on peut identifier tout A-module & gauche X avec son bidual (X*)*
au moyen de la formule

{z,2%} = {z* 2}
Soient encore X et ¥ deux A-modules & gauche, et « un morphisme de X dans ¥, c'est-

a-dire un élément de Hom (X, Y); alors le transposé «* de a considéré comme morphisme

d’espaces vectoriels sur k appartient & Hom,(¥*,X"), et I'on a

{za,y*} = {z.y*a*}
quels que soient z€X, y*EY*.
Soient X et ¥ comme ci-dessus; alors, si F' est une forme sesquilinéaire sur X x ¥, il

v & un morphisme z et un seul de ¥ dans X* tel que U'on ait, quels que soient z€ X, y€Y :
Fx,y)={z,ya} = {y,z2*};

i X =Y, il faut et il suffit, pour que F soit hermitienne, que l'on ait « =a¥,

14 - 042048 Acta mathematica. 111. Imprimé lo 3 juin 1064
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nt a4 X est

re (non

On dira qu'une forme quadratique f sur espace vectoriel sur k sous-ja

A-quadratique si elle peut s'écrire f(x) =7(F(z,2), oii F est une forme sesqui

nécessairement hermitienne) sur X » X; et on désignera par Q(X/A) I'espace de ces formes.

éerire

11 revient au méme de dire que Q(X/A) est Tensemble des formes qui peuvent s
f(x) =t({x,ah})

ol 7 est un morphisme (non nécessairement symétrique) de X dans X*; le morphisme

*. On notera Q,(X/A) 'espace des formes additives

associé i cette forme f est alors g =

A-quadratiques sur X. i k n'est pas de caractéristique 2, et si g est le morphisme symétri-

que associ¢ & une forme fEQ(X/A), la forme F définie sur X » X par Flz,y) = {z,y0/2}
sera hermitienne et on aura f(z) =7(F(x,z)) pour tout ; cette derniére formule définit donc
alors une correspondance biunivoque entre Q(X/A) et l'espace des formes hermitiennes
sur X x X.

Le groupe des automorphismes d'un 4-module X sera noté Aut(X/A); de méme,
s X et Y sont des A-modules, I'ensemble (éventuellement vide) des isomorphismes de

X sur Y sera noté Is(X, T'/4). On notera Ps(X/k) le groupe pseudosymplectique attaché,

conformément aux définitions du Chapitre II1, & Pespace vectoriel sur k sous-jacent & X;
et on notera Ps(X/A) le sous-groupe de Ps(X [k) formé des éléments (,f) de Ps(X k) pour
lesquels o appartient & Aut(X & X*/4) et f & Q(X & X*/A). Avec les notations du Chapitre
101, n° 32, d(«), d'(), 4(f), £'(f') appartiendront & Ps(XA) chaque fois que a, y, , /" appar-
tiennent respectivement & Aut(X/A), Is(X*, X/A), Q(X/A), Q(X*|A). Les identités du

n° 32 entre d, d’, t, ' restent bien entendu valables ici.

50. Dans les applications quon fera des définitions du n° 49, 'algsbre A sera le plus
souvent supposée semisimple; lorsqu'il en est ainsi, tout sous-module d’un 4-module X
posséde un supplémentaire. Si de plus A est simple, Is (X*, X/4) n’est jamais vide, c'est-a-
dire que tout 4-module & gauche X est isomorphe & son dual, comme on le voit en con-
sidérant d’abord le cas o X est un 4-module simple. Si A est « absolument semisimple »
(Cest-a-dire telle que son extension & la cloture algébrique de k soit semisimple) et est
munie d’une involution ¢, il existe toujours sur /4 des fonctions tracés 7 au sens dun®49;
on peut par exemple prendre pour 7 la forme k-linéaire qui, sur chague composante simple
de A, induit la « trace réduite ».

Quand A n'est pas simple, on pourra faire usage du lemme suivant :

LEMME 7. Soient s€Ps(X|A), y =y(s) et Z=X*y. Alors, pour que Z admette un supplé-
mentaire dans X, il faut et il suffit que le noyau N de y en ait un dans X*. Si de plus A est
semisimple, les A-modules Z et Z* sont isomorphes.
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Soit, Z, T'orthogonal de Z dans X*; ¢’est le noyau de y*. De méme, si NV, est Uorthogonal

de N dans X, on a N, =X*y*. Posons s=(d,f) et ¢ = (" ﬁ). Soit U I'image de {0} x X*
v

P)
(considéré comme sous-module de X x X*) par g; U peut se définir aussi comme I'image de
X* par le morphisme z*—>(z*y,2*)); comme o est un automorphisme de X < X*, ce mor-
phisme détermine un isomorphisme 6 de X* sur U. Dautre part, U est aussi lensemble
des éléments u=(y,y*) de X x X* tels que ug-'€{0} x X*, ou autrement dit tels que
y8* —y*y* =0. Soit ¥ =0 0 ({0} x X*); comme Z, est le noyau de y*, on a V={0} Z,;
en méme temps, on a ¥ =6(N) et N =0-1(V). Supposons maintenant que Z ait un supplé-
mentaire Z’ dans X; alors Porthogonal Z4 de Z’ dans X* est supplémentaire de Z, dans X*,
et X xZa l'est de ¥ dans X x X*. Il S'ensuit que U, = U N (X x Z4) est supplémentaire de V
dans U, donc que §-1(U;) Uest de N dans X*. Appliquons maintenant & s~ ce qu'on vient
de démontrer pour s; comme y(s~) = —y*, il s'ensuit que, si N, a un supplémentaire dans
X, Z, en a un dans X*. Enfin, y détermine en tout cas, par passage au quotient, un iso-
morphisme de X*/N sur Z; d’autre part, on peut identifier X*/Zy avec Z*, et ce qui précéde
montre que Zy est isomorphe & ¥ et par suite & N. Si 4 est semisimple, le fait que V et
Z4 sont isomorphes entraine que X*/N et X*/Zy le sont aussi (par exemple en vertu du

théoréme de Jordan-Hélder), d’ott la derniére assertion du lemme.

51. On conviendra de noter P(X/k), P(X/A) les sous-groupes de Ps(X/k), Ps(X/A)
formés respectivement des éléments s de ces groupes pour lesquels on a y(s)=0. Il résulte
du n° 46 que tout élément de P(X/k) se met d’une manitre et d'une seule sous la forme
(42); si s€P(X/A), le caleul du n® 46 montre immédiatement que s se met sous la forme
(42) avec h€Q,(X*/A), g€Q(X/A), A€ Aut(X/A). De méme, si s est un élément quelconque
de Ps(X/A), le calcul fait dans la seconde partie du n° 46 reste valable, et montre que f,
appartient & Q(Z/4) chaque fois que W est un A-module supplémentaire du noyau N de
7(s). Si done, dans la proposition 6, on suppose que s et s appartiennent & P3(X/A), on
pourra y prendre f, €Q(X*y/A) chaque fois que le noyau de y admet un supplémentaire
dans X*, ou, ce qui revient au méme d’aprés le lemme 7, chaque fois que X* en admet un
dans X. Des remarques analogues s'appliquent aux corollaires 1 et 2 de la proposition 6;

en vue d’applications ultérieures, nous expliciterons le résultat qui se déduit ainsi du corol-

laire 2 :

ProPoSITION 8. Soit X un module @ gauche sur une algibre A munie d’une involution
ot dune fonction trace. Soient s€Ps(X/A), y =y(¥) et X, = X*y; supposons que X, soit un

supplémentaire de X, dans X, et y, un isomorphisme de Xt sur X,. Alors on peut, d’une
P 1 1 t o ey

manicre et d'une seule, écrire 3 sous la forme
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8 =1(g)d(A) (' (1) gy B (he))

avec gEQ(X/A), 2€Aut (X/A), 9, €Q(X,/A), hy€QuXI/A).
On notera que I'existence d'un supplémentaire X, de X, et (d'aprés le lemme 7)
celle d’un isomorphisme y, de X} sur X, sont assurées chaque fois que A est semisimple
Si k est un corps local, on désignera par Mp(X[k) le groupe métaplectique attaché a
Vespace vectoriel sur k sous-jacent & X, et par Mp(X/A) Vimage réciproque de Ps(X/A)
dans Mp(X/k) par la projection canonique de Mp(X [k) sur Ps(X[k). Dans le cas adélique,
Jes notations Mp(X [k),, Mp(X|A) se défini

7 du n° 48 donne alors les résultats suivants :

li de la proposition

de méme. L'ap

ProPoSITION 9. Soit A une algibre sur un corps local k, munie d'une involution ¢
e dune fonction trace; supposons que k ne soit pas de caractéristique 2 ou que A soit semisimple.
Soit X un A-module @ gauche. Alors tout élément de Mp(X|A) est permulable avec tout
dément de Mp(X[k) de la forme A(E,), oi &, est Uhomothétie z—ax de X déterminée par un
dément a de A tel que a-a'=1.

Si @ est un élément inversible de A, il résulte de la définition de la structure de A-
module & gauche de X* (cf. n° 49) que d(&,) = (,0), ol & est 'automorphisme
(z,2*)—>(az, (a') %)
de Tespace vectoriel sur k sous-jacent & X & X% pour a-a'=1, ¢ est done I'homothétie
z->az de X ® X*; par définition de Ps(X/A), il s'ensuit que tout élément de Ps(X/A4) est
alors permutable avec d(£,). On obtient le résultat annoncé en appliquant le cas (i) de la
proposition 7 si k n'est pas de caractéristique 2, et le cas (ii) si A est semisimple.

COROLLAIRE. Soit A, Vanneau des adéles attaché & un corps de nombres ou a un corps
de fonctions k. Soit A, une algébre sur k, munie d'une involution 1 et d'une fonction trace;
supposons que k ne soit pas de caractéristique 2 ou que Ay soit semisimple. Soit Gy, le groupe
des féments a de Ay tels que a-a'=1, et soit G, le groupe adélique correspondant. Soit Xy un
Amodule & gauche, et soit X=X, ®A,. Alors, pour tout SEMp(X[A), et tout a€G,,
les opérateurs ®—>S® et ®(z)->D(az) sur LX) sont permulables.

11 suffit en effet de faire voir qu'ils sont permutables lorsqu'on les applique aux
fonctions @ de la forme définie par (36) au n° 38; mais alors on est ramené au cas local,
c’est-a-dire & la proposition 9.

52. En maniére de conclusion, on va maintenant énoncer le résultat principal qui

sera dé dans le mémoire suivant, en application de la théorie exposée ici.
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Soit k un corps de nombres algébriques; soit A4, une algsbre simple sur k, munie d’une
involution ¢; pour fixer les idées, on prendra pour fonction trace, sur 4, la trace réduite 7.

On peut sans la généralité, que k est le sous-corps du centre de A4, formé.

des éléments de celui-ci qui sont invariants par ¢.

Soit G, le groupe des éléments a de A, tels que a-a‘=1; soit G4 le groupe adélique
correspondant; soit d,a la mesure de Haar sur @, normée de fagon que &, /@, soit de mesure
1. Soit X, un module & gauche sur A4,; soient X, =X, ®4, et D€ §(X,). La formule qu’on
se propose de démontrer est alors

[, S0GOL-Snm 00,
b

4/Ch SeXn

oit la sommation du second membre est étendue & un systéme complet de représentants
des classes & gauche suivant P(X,/4,) dans Ps(X,/A); les deux membres sont absolument

convergents, et la formule est valable, chaque fois qu'on a

dimy(X}) > 4 dim, Q(Xy/A).
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