Ubung zur Zahlentheorie 2007

Rechentest 2

Aufgabe 1: Berechnen Sie die Jacobi-Symbole:
7
L (515)

Es ist 315 =5-7-9 dann ist das Jacobi-Symbol ein Produkt von Legendre-Symbolen:

- EE)-
() -

Die letzte Zeile, da 2 kein quadratischer Rest mod 5 und 2 ein quadratischer Rest mod 7 (wegen
42 =16 = 2 (mod 7)) ist und ebenso 12 = 1 ein quadratischer Rest mod 3 ist.

2. (01)

Reduktion mod ...

Quadratische Reziprozitéit anwenden, die Potenz von (—1) ist gerade wegen (4001 — 1 = 4000)/2 =

2000, also

221\  [4001\ (23 _

4001)  \ 221 ) \221)
Wegen: 221 - 20 = 4420,4420 — 221 = 4199,4199 — 221 = 3978 = 3978 = 18 - 221 = 4001 = 23
(mod 221), wieder quadratische Reziprozitdt anwenden, die Potenz von (-1) ist gerade, da (221 —

1)/2 = 110 gerade ist:
23 _ (221 _ (14
221/ \23) \23

Wegen 10 - 23 = 230, also 9-23 = 207 = 221 =14 (mod 23)

() (2)

Es ist 232 = 529,529 — 1 = 528 = 66 - 8 (wegen 528=480+48), also ist das erste Jacobi-Symbol

= (—1)% =1.
()

Wieder quadratische Reziprozitét anwenden, die Potenz von (-1) ist (23 —1)/2-(7—1)/2 =113,

also ungerade.
23 2
= — o = — — = —1

(Da 2 quadratischer Rest mod 7 ist.)
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Aufgabe 2: Bestimmen Sie die Losungsmenge der diophantischen Gleichungen:

1. 5z +9y =11

Man sieht sofort g = 4,y9 = —1 ist eine Losung der Gleichung. Die allgemeine Losung der dio-
ghantischen Gleichung ergibt sich nach der Formel:

{x =20 — 19,y =yo + tb|t € Z}

2.3z —Ty+52=13

X 'y z Das betragsméflig kleinste Element ist
3 -7 +5]|13 3, wir reduzieren mit Rest, d.h. zu der
1 0 0 zweiten Spalte wird das 2-fache der ers-
0 1 0 ten und zu der dritten Spalte wird das
0o 0 1 -1-fache der ersten addiert.
3 -1 49213 Das b.etragsm'éiﬁig kl'einste Element ist
1 9 . —1, wir reduzieren mit Rest, d.h. zu der
ersten Spalte wird das 3-fache der zwei-
0 1 0 . .
0 0 1 ten und zu der dritten Spalte wird das
2-fache der zweiten addiert.
u v ot
0 -1 0113 0 -1 ol1s
7T 2 3
x| 7 2 3
3 1 2
0 0 1 yi3 1 2
z|0 0 1
In dem letzten Tableau wird die Losung abgelesen: In der zweiten Zeile findet man v = —13. Damit

ist die Losung x = Tu+2v+ 3t =Tu+ 3t — 26, y =3u+ v+ 2t =3u+ 2t — 13, z = ¢, mit u,t € Z.

Aufgabe 3: Eine kleine Miinzsammlung besteht aus 25 Stiick Euromiinzen. Der Nennwert aller Miinzen
zusammen betrigt 53€. Die Sammlung besteht aus 10€ Miinzen, 2€ Miinzen und 1€ Miinzen.

Finden Sie alle moglichen Kombinationen heraus.

Sei D die Anzahl der Zehner, B die Anzahl der Zweier und F die Anzahl der Einer, dann iibersetzt sich
der Text in dieses Gleichungssystem:

2=D+B+F =FE=2-D-B
53=10D+ 2B+ FE

E =25 — D — B einsetzen in die zweite Gleichung ergibt:

53=10D+2B+25-D—-B&28=9D+ B

Eine partikuldre Losung der letzten Gleichung ist z.B. Dy = 1, By = 19. (Do = 1 zahlt sich gleich bei der
Bestimmung der giiltigen Kombinationen aus.)

Nach einem Satz der Vorlesung sind alle Losungen der diophantischen Gleichung gegeben durch:

D=Dy+t, B=By—9, teZ

Da unsere Miinzsammlung aus 25 Miinzen besteht und es von jeder Sorte keine negative Anzahl gibt,
zeigt Tabelle [I] schon alle Moglichkeiten:
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|t|D B|E=25—-D-B
0] 1 19 5
12 10 13
213 1 21

Tabelle 1: Die verschiedenen Moglichkeiten fiir die Miinzsammlung.



