Ubung zur Zahlentheorie SoSe 2007, Blatt 8 Musterlosung

Aufgabe 1: (Siehe http://hometown.aol.com/jpr2718/ax2p.pdf fiir eine ausfiihrliche und systemati-
sche Darstellung.)

Hier wird nur ein Beispiel besprochen:
0=3%a’+5xaxxy—Txy>+x+2%y—8 (1)
0 =ax?® + bry + cy® +der + ey + f

1. b zu 0 machen: B bzw. C' werden der Zéhler bzw. Nenner von 2 * a/b, hier also B =23 = 6 und
C=5.

Mit der Transformation X = Bx + Cy, Y =y, bzw.
z\ |1/B -C/B|(X\ [1/6 —5/6| (X
y) | 0 1 Y) |0 1 Y

wird aus Gleichung die Gleichung
0=1/12%22 —109/12% 3> +1/6 xx + 7/6 x 3y — 8, (2)
0=az®+cy’ +de+ey+ f

eine Gleichung, bei der der Koeefizient von xy Null ist.

2. d zu 0 machen: Unsere Gleichung hat bereits keinen Term mit xy, nun wird der Term mit dem
einzelnen z eliminiert:

B bzw. C' werden der Zidhler bzw. Nenner von 2  a/d, hier also B =2 %6 = 12 und C = 12, wir
kiirzen aber noch: B =1 und C = 1.

Mit der Transformation X = Bx +C, Y =y bzw.:

(-1 909+ 96)-()

wird unsere Gleichung ([2)) zu:
0=1/12% 22+ —109/12% 3> + 7/6 x y — 97/12 (3)
0=az?+cy>+ey+f=0
3. e zu 0 machen: den Koeffizienten von y in zu eliminieren geht genauso, blof3 die Rollen von X

und Y sind vertauscht:

B bzw. C werden der Zihler bzw. Nenner von 2 % ¢/e, hier also B = 2% (—109) * 6 = —12 % 109 und
C =12 % 7, wir kiirzen aber noch: B = —109 und C = 7.

Mit der Transformation Y = By 4+ C, X =y bzw.:

()= 175 )+ Cvm) = Lo oy Mol (7))


http://hometown.aol.com/jpr2718/ax2p.pdf
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wird unsere Gleichung Zu:

0=1/12% x> + —1/1308 * y* — 877/109 (4)
0 =az® +cy? + +f

f(x,y)=3%x"245*x*xy—T*y 24+x+2%xy —8;
print (f(x,y));
g(x,y)=f(1/6xx+-5/6xy,y);
print (g(x,y));

5 h(X7Y):g(X_17y)7
print (h(x,y));
k(x,y)=h(x,y/(—109)+7/109);
print (k(x,y))
/%

10 3%x"2 + (5xy + 1)xx + (=7Txy 2 + 2xy — 8)
1/12%x"2 + 1/6xx + (—=109/12xy"2 + 7/6xy — 8)
1/12%x°2 + (—109/12%y"2 + 7/6xy — 97/12)
1/12%x°2 + (—1/1308%y"2 — 877/109)

*
/

Aufgabe 4: Finden Sie eine Formel fiir die Anzahl der Punkte der projektiven Geraden iiber Z/mZ.

Wir betrachten das Problem zuerst fiir Z/pZ mit einer Primzahl p. Die projektive Grade tiber Py (Z/pZ)
ist eine Teilmenge von (Z/pZ)? und besteht aus allen Geraden durch den Punkt (0, 0). Davon gibt es eine
von (0,0) durch (1,0) und p Stiick von (0,0) durch die Punkte (x,1) mit # € Z/pZ. Das sind also die
p + 1 projektiven Punkte [1:0], [0:1],...,[p—1:1].

Fiir die projektive Gerade P1(Z/p"7Z) mit eine Primzahlpotenz haben wir zu ermitteln, die Anzahl der
Geraden von (0,0) durch Punkte (z,y) € (Z/p"Z)? fiir die gilt: ggT(z,y,p) = 1, also eine der beiden
Koordinaten ist invertierbar. D.h. sie liegen auf einer der projektiven Geraden [- : 1] oder [1 : -].

# ({(z,y) € (Z/(p"2))*|geT(z,y,p) = 1} /(Z/p"Z)*)
=" —p" " /(" — ")
_ pn +pn—1

[1:y] mitye€Z/(p"Z) und [z : 1] mit x € Z/(p"Z) \ (Z/(p"Z))*
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Aufgabe 3:
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BlowUp(L11,L12,ml, L21,L22, m2)=
{
/%
Vgl Thrm 5.13 in Niven Zuckerman
f=ax"2+by"24+cz "2
kong mod ml zu (L1lx*[x,y,z])*(L12[x,y,z])
kong mod m2 zu (L21x[x )x(L22[x,y,z])
gibt zuriick [al,bl,cl], [a2,b2,c2] mit
f kong ([al,bl,cl]x[x,y,z])*([a2,b2,c2]*[x,y,z])
mod ml*m?2
*/
local(al,bl,cl, a2,b2,c2);
L11=1ift (L11); Li2=1ift (L12);
L21=1ift (L21); L22=1ift (L22);
\\print (L11, 7 7, ml);
al= chinese (Mod(Lll[l} ,ml), Mod(L21[1] ,m2));
bl= chinese (Mod(L11[2] ,ml), Mod(L21[2],m2));
cl= chinese (Mod(L11[3] ,ml), Mod(L21[3],m2));
a2= chinese (Mod(L12[1] ,ml), Mod(L22[1] ,m2));
b2= chinese (Mod(L12[2] ,ml), Mod(L22[2] ,m2));
c2= chinese (Mod(L12[3] ,ml), Mod(L22[3],m2));
return ([[al,bl,cl], [a2,b2,c2]]);
}
solveEQ (a,b,c)=
{
\\ Vgl Beweis zu Thrm 5.11 in Niven Zuckerman

local (T1, T2, t1, t2, t3,
alnvers, blnvers,clnvers,
Alpha, Beta, Gamma,
Ix, ly, lz, x2, y2, 22
)i

c= —c;

\\ ¢ z°2 riiberbringen und die Notation

\\ des Satzes aus der

\\ ax"2+by"2+cz"2=0 \\ mit PLUS und c¢ auf der LINKEN

Vorlesung herstellen:

if ((ged(a,b)>1) ||
(ged(b,c)>1) []
(ged(c,a)>1),
error ("a,b,c nicht paarweise teilerfremd
E
if( !'( issquarefree(a)
issquarefree (b) &&
issquarefree (¢) ),
error ("a,b,c nicht quadratfrei”);
E
if( 1'( (a>0) &&
(b > 0) &
(c < 0) ), \\ ¢ ist jetzt negativ

\\ ¢ nach aufgabenstellung

\\ jedoch positiv

Musterlésung
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\\

\\ eigentlich : nicht alle a,b,c das gleich Vorzeichen
return ([?a,b,c nicht alle >0 7 ,[0,0]]);

)

/* Wenn Lsg existiert , dann existieren diese Wurzeln: =/
\\ wenn diese Wurzeln nicht gibt Pari eine Fehlermeldung:
trap( )
return ([0,0]); \\ [0,0] zuriickgeben, falls eine der folgenden
\\ Wurzeln nicht existiert:

t1= sqrt (Mod(—bxc, a));

t2= sqrt (Mod(—axc, b));

t3= sqrt (Mod(—axb, c¢));
);

alnversC= Mod(a,c)” —1;
alnversB= Mod(a,b)" —1;
bInversA= Mod(b,a)" —1;

/% siehe Niven Zuckerman: pg. 242 ff
F=ax"24+by"2+cz"2 wird faktoriesiert mod c:
ax 24+by "2=(1xx — a"(—1)*t3 * y)(a*xx + t3*y) mod c
und mod b und mod a:

*/

Lel = [ 1, —t3*alnversC, 0 |;
Le2 = [ a, 3 N
Lbl =] 1, 0, —t2«alnversB |;
Lb2 = [ a, 0, t2 ];

Lal = [ 0, 1, —tl«bInversA |;
La2 = [ 0, b, t1 ]

\\ d.h mod X ist ax"2+by"2+cz"2 kongruent zu

\\ (LX1x[x,y,z]) * (LX2x[x,y,z]), X \in[a,b,c]

\\ und L??%[x,y,z]) ist ein Linearfaktor (siehe Beweis von Satz von Legendre
\\ oder pg. 243 unten)

\\ die Linearfaktoren mod a und b zu Linearfaktoren mod axb aufblasen

Tl = BlowUp(Lal,La2, a, Lbl, Lb2, b);

\\ die Linearfaktoren mod axb und ¢ zu Linearfaktoren mod axbxc aufblasen
T2 = BlowUp(T1[1],T1[2], axb, Lecl, Lc2, c¢);

Alpha= 1lift (T2[1][1]);
Beta = 1ift (T2[1][2]);
Gamma= 1ift (T2[1][3]);
\\ es ist (Alphaxx + Betaxy +Gammaxz) ein Linearfaktor von ax"24+by"2+cz"2 mod abc

\\ Der ganze Hokus Pokus bis hierhin, hat den Sinn und Zweck die né#chsten drei

\\
\\

for schleifen nur zwischen z.B. 1 und sqrt(ab) statt jeweils 1 und abc laufen zu lassen
(vgl. Thrm 5.12 in Niven Zuckerman)

for (x1=1,ceil (sqrt (abs(bxc))),
for (yl=1,ceil (sqrt (abs(axc))),
for (z1=1,ceil (sqrt (abs(bxb))),
\\ Nullstelle des Linearfaktors ist eine Nullstelle des Polynoms
if (Mod(x1xAlpha 4+ ylxBetat+ zlxGamma, axbxc) =— 0 ,
\\ die Lésung merken, nach dem break sind die Schleifenvariablen weg
Ix = x1; ly = yl; lz = z1;
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\\print ("LSG: ”,x1, 7 7, yl, 7 7, zl);
125 break (3);

s=ax*x1x"2+bxly "2+cxlz " 2;
print (s, 7: 7, [lx,ly,lz]);
if( s = 0, \\ kann auch
\\ print (?Falll”);
135 return ([1x,ly ,1z]);
A\ else:
x2= —bxly + lxx*lz;
y2= axlx + lyxlz;
z2= 1z "2 + axb;
140 if ((x2==0) && (y2==0) && (z2==0 ),
\\ print (?Fall2”7);
return ([1,—-1,0]);
);

\\ print (?Fall3”);
145 return ([ x2, y2, z2 ]);

abc sein

150 a=bH; b=7; c¢=17;
M=solveEQ (a,b,c);
print (M);

155 print (M[1]"2*xa + M[2]"2xb — M[3]"2xc);
print (38°2%54+46"2%(7) —17+36"2)



