
Übung zur Zahlentheorie SoSe 2007, Blatt 5 Musterlösung

Aufgabe 1:

n = 0: (Z/20Z)× = (Z/Z)× = {0}× = {0}, erzeugt von 0 (ggt(0, 20 = 1) = 1)

n = 1: (Z/21Z)× = {0, 1}× = {1}, erzeugt von 1

n = 2: (Z/22Z)× = {0, 1, 2, 3}× = {1, 3}, erzeugt von 3

n = 3: Es sei a ∈ (Z/8Z)×, a ∈ {1, 3, 5, 7}, dann ist a2 ∈ {1, 9, 25, 49}. Immer ist a2 ≡ 1 (mod 8). Daraus
folgt: (Z/8Z)× ist nicht zyklisch, da es kein Element mit Ordnung 4 gibt.

n ≥ 3: Sei a ∈ (Z/2nZ)×, also insbesondere ist a ungerade. Wir zeigen dann gilt: a2n−2 ≡ 1 (mod 2n).

Vollständige Induktion über n: Induktionsanfang n = 3: a ist ungerade: a = 2k + 1, a2 − 1 =
4k2 + 4k + 1 − 1 = 4(k2 + k). k ist gerade oder ungerade, aber es ist immer k2 + k gerade. Damit
folgt: 8|(a2−1) ⇒ a2 ≡ 1 (mod 8), also (Z/8Z)× ist nicht zyklisch, da es kein Element mit Ordnung
4 gibt.

Induktionsschritt n ⇒ (n + 1): Es sei a2n−2 ≡ 1 (mod 2n) ⇒ 2n|(a2n−2 − 1) aber auch 2|(a2n−2
+ 1).

Es folgt:

2n+1|(a2n−2 − 1)(a2n−2
+ 1) = (a2n−2

)2 − 1 = a2n−1 − 1

⇒ 2n+1|(a2n−1 − 1)

Also a2n−1 ≡ 1 (mod 2n+1), womit jedes Element in (Z/2nZ)× eine Ordnung hat, die kleiner als
2n−1 ist. Es gibt keinen Erzeuger, (Z/2nZ)× ist nicht zyklisch.

Alternative für n > 3: Die Abbildung f : (Z/2nZ)× → (Z/8Z)× mit a (mod 2n) 7→ a (mod 8) ist
ein Gruppenhomomorphismus. Damit enthält die Gruppe (Z/2nZ)× eine nicht-zyklische Untergruppe
(nämlich (Z/8Z)×, nicht zyklisch, wie oben gezeigt). Dann kann (Z/2nZ)× nicht zyklisch sein.

Noch zu zeigen: f ist ein Homomorphismus: Sei dazu a = ra + qa2n und b = rbqb2n mit 0 ≤ ra, rb < 2n.
Es ist zu zeigen, dass f(ab) = f(a)f(b) gilt:

ab = rarb + (raqb + rbqa + qaqb2n)2n ≡ rarb (mod 2n)
f(ab) ≡ rarb (mod 8)

= (ra)(rb) (mod 8) = f(a)f(b)

Die Abbildung f respektiert also die Multiplikation.

Angenommen es gebe eine Primitivwurzel g von (Z/2nZ)×: dann wäre f(gn) = f(g)n und w := f(g) wäre
eine Primitivwurzel von (Z/8Z)×. Widerspruch!

Aufgabe 2:

n = 1: a = 1 : 1 ≡ 51 ≡ 1 (mod 2)

n = 2: a = 1 : 1 ≡ (5)1 ≡ 1 (mod 4)
a = 3 : 3 ≡ (−5)1 ≡ −1 ≡ 3 (mod 4)

n ≥ 3: Wir berechnen zuerst die Ordnung von 5 (mod 2n). Es ist ϕ(Z/2nZ) = 2n−1. Als Ordnung von 5
kommen nur Zweier-Potenzen 2n′ , n′ ≤ n− 1 in Frage. (Elementordnung teilt Gruppenordnung.)
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1. Die Ordnung von 5 ist größer als 2n−3: Wir zeigen, dass 52j 6≡ 1 (mod 2n) ist, für j = 0, n− 3.
Induktion über n ≥ 3: für den Induktionsanfang n = 3 ist alles klar: 520

= 5 6≡ 1 (mod 8).

Induktionsschritt (n ⇒ n + 1): es sei 52n−3
= 1 + a2l mit a ungerade (a 6≡ 0 (mod 2)) und 1 ≤

l < n (52n−3
ist eine ungerade Zahl, also (1+ gerade Zahl) aber nach Induktionsvoraussetzung

nicht 1 + Vielfaches von 2n). Wir zeigen nun, dass dann auch 52n+1−3 6≡ 1 (mod 2n+1) ist:

52n−2
= (52n−3

)2 = (1 + a2l)2 = 1 + a2l+1 + a222l

= 1 + (a + a22l−1)2l+1 6≡ 1 (mod 2n+1)

Die letzte Inkongruenz, weil (a + a22l−1) ungerade ist und l + 1 < n + 1.

Damit ist auch 52j 6≡ 1 (mod 2n) für j = 0, . . . , n − 3, denn sonst wäre mit 52j ≡ 1 (mod 2n)
auch 52j

52j
= 52j+1 ≡ 1 (mod 2n) und es würde folgen 52n−3 ≡ 1 (mod 2n).

2. Die Ordnung von 5 ist 2n−2: Wir zeigen nun per Induktion, dass 2n||(52n−2 − 1) ist: Indukti-
onsanfang: n = 3 : 523−2 − 1 = 52 − 1 = 24 = 3 · 23.

Induktionsschritt: Es gelte 2n||(52n−2 − 1) also ist (52n−2 − 1) = a · 2n mit einem ungerade a.
Dann ist aber (52n−2

+ 1) = a2n + 2. Daraus folgt:

((52n−2
)2 − 1) = (52n−2

+ 1)(52n−2 − 1) = (a · 2n)(2n · a + 2)

= a222n + a2n+1

Insgesamt : 2n+1||((52n−2
)2 − 1) oder (52n−2

)2 = 52n−1 ≡ 1 (mod 2n+1)

Die beiden Induktionen zeigen, dass 2n−2 die Ordnung von 5 (mod 2n) ist. Damit sind die 2n−2

Zahlen in M :=
{

5, 52, . . . , 52n−3
, 52n−2

}
inkongruent modulo 2n.

Die 2n−2 ungeraden a ∈ Z/2nZ sind entweder ≡ 1 (mod 4) oder ≡ −1 (mod 4) (jeweils genau 2n−2

Stück). Da aber 5 ≡ 1 (mod 4) ist, sind die Zahlen in M allesamt ≡ 1 (mod 4).

Für jedes a ≡ 1 (mod 4) gibt es ein x mit a ≡ 5x (mod 2n) (einfach weil M 2n−2 verschiedene
Elemente hat).

Die 2n−2 Elemente in der Menge M̃ :=
{
−5,−(5)2, . . . ,−(5)2

n−2
}

sind alle ≡ −1 (mod 4) und
ebenfalls verschieden modulo 2n. D.h. für jedes a ≡ −1 (mod 4) gibt es ein x mit a ≡ 5x (mod 2n)
(einfach, weil es 2n−2 verschiedene Elemente in M̃ gibt).

Aufgabe 3:

my ord (a ,m)=
{

l o c a l ( o=1, Order=eu l e rph i (m) ) ;

5 f o r d i v ( Order , d ,
i f (Mod(a ,m)ˆd == 1 ,

re turn (d ) ;
) ;

) ;
10

e r r o r ( ”Keine Ordnung gefunden ”) ;
}

{
15 m=720;

f o r ( a=1,m,
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i f ( gcd (a ,m)==1,
o= my ord (a ,m) ;

20 pr in t (Mod(a ,m) , ”: ” , o ) ;

i f ( o!= znorder (Mod(a ,m) ) , e r r o r ( ”Fehler be i ”a ) ) ;
) ;

) ;
25 }

Aufgabe 4:

\\ wie im Skr ip t
p=3058329193;

\\ pr in t ( i spr ime (p ) ) ;
5 \\ pr in t (p%4);

{
x=2;

10 whi le (Mod(−1 ,p) != Mod(x , p ) ˆ ( ( p−1)/2) , x++);

x= l i f t (Mod(x , p ) ˆ ( ( p−1)/4)) ;
i f (x<p/2 , x=p−x ) ;

15 a=p ; b=x ;
whi l e ( b > s q r t (p ) ,

r=a%b ;
a=b ;
b=r ;

20 ) ;

v=vec so r t ( [ b , s q r t i n t (p− b∗b ) ] ) ;
p r i n t ( v ) ;
p r i n t ( v [1 ]ˆ2+v [ 2 ] ˆ 2 ) ;

25 /∗ [ 16992 , 52627 ]
3058329193 ∗/

}

Aufgabe 5: Eine Abbildung f : Z/pZ → Z/pZ ordnet jedem Punkt ai ∈ Z/pZ eindeutig einen Punkt
bi ∈ Z/pZ zu (f ist Abbildung). Wir haben also eine Menge von Tupeln

M = {(a1, b1), . . . (ap, bp)} , bj = f(aj)

Daraus bilden wir das Lagrange-Interpolations-Polynom:

g(x) :=
p∑

i=1

f(ai)li(x) mit

li(x) :=
p∏

j=1,j 6=i

(x− aj)(ai − aj)−1

Dabei wird (ai − aj)−1 als Element von (Z/pZ)× betrachtet (j 6= i und alle ai verschieden, deshalb 6= 0)
und wieder nach Z ”gelifted“. Dann ist li(x) ein Produkt von ganzen Zahlen und g(x) ist eine Summe von
ganzen Zahlen. Also hat g(x) ganzzahlige Koeffizienten und Grad < p.

Es gilt g(aj) =
∑n

i=1 f(aj) · 0 + f(aj) · 1 = bj (j = 1, . . . , n).
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Lösung des ersten Rechentestes:

pr in t ( ”Aufgabe 1 ”) ;
p=19;

p r i n t ( ”3 : ”) ;
5 f o r ( j =1, eu l e r ph i (p ) , p r i n t ( ” ” , j , ”: \ t ” , Mod(3 , p)ˆ j , ”\ t ” , −Mod(3 , p)ˆ j ) ) ;

/∗
1 : Mod(3 , 19) Mod(16 , 19)
2 : Mod(9 , 19) Mod(10 , 19)
3 : Mod(8 , 19) Mod(11 , 19)

10 4 : Mod(5 , 19) Mod(14 , 19)
5 : Mod(15 , 19) Mod(4 , 19)
6 : Mod(7 , 19) Mod(12 , 19)
7 : Mod(2 , 19) Mod(17 , 19)
8 : Mod(6 , 19) Mod(13 , 19)

15 9 : Mod(18 , 19) Mod(1 , 19)
10 : Mod(16 , 19) Mod(3 , 19)
11 : Mod(10 , 19) Mod(9 , 19)
12 : Mod(11 , 19) Mod(8 , 19)
13 : Mod(14 , 19) Mod(5 , 19)

20 14 : Mod(4 , 19) Mod(15 , 19)
15 : Mod(12 , 19) Mod(7 , 19)
16 : Mod(17 , 19) Mod(2 , 19)
17 : Mod(13 , 19) Mod(6 , 19)
18 : Mod(1 , 19) Mod(18 , 19)

25

Gesch i ck te rwe i s e berechnet man nur 3 , 3ˆ2 , 3ˆ3 , 3ˆ6 und 3ˆ9 .
( Als Elementordnung , kommen nur Te i l e r der Gruppenordnung in Frage . )

30 3ˆ6 = 3ˆ3 ∗ 3ˆ3 und 3ˆ9 = 3ˆ6∗3ˆ3 , j ew e i l s Reduzieren modulo 19
n i cht ve rge s s en . Man f i n d e t heraus : 3ˆ9 = −1 mod 19
=> 3 i s t Pr imi t ivwurze l .
∗/

35 pr in t ( ”4 : ”) ;
f o r ( j =1, eu l e r ph i (p ) , p r i n t ( ” ” , j , ”: \ t ” , Mod(4 , p)ˆ j , ”\ t ” , −Mod(4 , p)ˆ j ) ) ;
/∗

1 : Mod(4 , 19) Mod(15 , 19)
2 : Mod(16 , 19) Mod(3 , 19)

40 3 : Mod(7 , 19) Mod(12 , 19)
4 : Mod(9 , 19) Mod(10 , 19)
5 : Mod(17 , 19) Mod(2 , 19)
6 : Mod(11 , 19) Mod(8 , 19)
7 : Mod(6 , 19) Mod(13 , 19)

45 8 : Mod(5 , 19) Mod(14 , 19)
9 : Mod(1 , 19) Mod(18 , 19)
10 : Mod(4 , 19) Mod(15 , 19)
11 : Mod(16 , 19) Mod(3 , 19)
12 : Mod(7 , 19) Mod(12 , 19)

50 13 : Mod(9 , 19) Mod(10 , 19)
14 : Mod(17 , 19) Mod(2 , 19)
15 : Mod(11 , 19) Mod(8 , 19)
16 : Mod(6 , 19) Mod(13 , 19)
17 : Mod(5 , 19) Mod(14 , 19)

55 18 : Mod(1 , 19) Mod(18 , 19)

Wieder g e s ch i ck t rechnen : 4 , 4ˆ4 , 4ˆ3 , 4ˆ6 , 4ˆ9 mit
4ˆ6=4ˆ3∗4ˆ3 , 4ˆ9=4ˆ6 ∗ 4ˆ3 . Man f i n d e t 4ˆ9 = 1 mod 19
=> 4 i s t ke ine Pr imi t ivwurze l .

60 ∗/
pr in t ( ”Aufgage2 : ”) ;
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pr in t ( ” Lösung : ” , ch ine s e ( [Mod(3 , 5 ) ,Mod(2 , 11 ) ,Mod( 1 , 1 3 ) ] ) ) ;
p r i n t ( ” M=”,M=5∗11∗13);

65 pr in t ( ” M i\ t \ tM i%m i \ t b i=(M i )ˆ−1”) ;
p r i n t ( ” ” ,M1=11∗13 , ”\ t \ t ” , M1% 5 , ”\ t \ t ” , b1=Mod(M1, 5)ˆ−1);
p r i n t ( ” ” ,M2= 5∗13 , ”\ t \ t ” , M2%11, ”\ t \ t ” , b2=Mod(M2,11)ˆ −1) ;
p r i n t ( ” ” ,M3= 5∗11 , ”\ t \ t ” , M3%13, ”\ t \ t ” , b3=Mod(M3,13)ˆ −1) ;
p r i n t ( ) ;

70 pr in t ( ” ” ,T1=3∗M1∗ l i f t ( b1 ) ) ;
p r i n t ( ” ” ,T2=2∗M2∗ l i f t ( b2 ) ) ;
p r i n t ( ” ” ,T3=1∗M3∗ l i f t ( b3 ) ) ;
p r i n t ( ” ” , S=T1+T2+T3 , ”\ t= ” ,Mod(S ,M) ) ;

75 /∗
Aufgage2 :

Lösung : Mod(508 , 715)
M=715

M i M i%m i b i=(M i)ˆ−1
80 143 3 Mod(2 , 5)

65 10 Mod(10 , 11)
55 3 Mod(9 , 13)

858
85 1300

495
2653 = Mod(508 , 715)

∗/
90

pr in t ( ”Aufgabe 3 ”) ;

ISBN=[0 ,3 ,8 ,7 , x , 6 , 3 , 7 , 5 , 8 ] ;

95 Summe = ISBN∗ vec to r (10 , i ,11− i ) ˜ ;
p r i n t (Summe) ;
/∗

6∗x + 221
∗/

100

pr in t (Mod( −221/6 ,11)) ;
/∗

Mod(9 , 11)
∗/

105

pr in t ( ” −−−−−−−−−−−−−”);
Summe = ISBN∗ vec to r (10 , i , i ) ˜ ;
p r i n t (Summe) ;
p r i n t (Mod( −221/6 ,11)) ;

110 pr in t (−Mod(6 , 11 ) , ” ”,−Mod(221 , 1 1 ) ) ;
p r i n t (Mod(5 , 11 ) , ” ” ,Mod( 296 , 1 1 ) ) ;

/∗
5∗x + 296

115 Mod(9 , 11)
Mod(5 , 11) Mod(10 , 11)
Mod(5 , 11) Mod(10 , 11)

Auf d i e andere Weise kommt das (−1)− f ache heraus :
120 Se i S := 221 . dann i s t oben : 6x +S =0,

h i e r i s t −6x −S = 0 (−6 mod 11 i s t 5)
be ide Male i s t x = −S ∗ 6ˆ(−1).
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Vor al lem b l e i b t d i e P r ü f z f f e r z 10 g l e i c h :
125 \sum { i =1}ˆ{9} z i (11− i ) + 1∗ z 10 = 0

z 10 = − \sum { i =1}ˆ{9} z i (11− i ) = \sum { i =1}ˆ{9} z i ( i ) , (11− i = − i mod 11)
und
\sum { i =1}ˆ{9} z i ( i ) + 10∗ z 10 = 0 , (10 = −1 mod 11) , a l s o
\sum { i =1}ˆ{9} z i ( i ) + −1∗z 10 = 0 , und wieder i s t

130 z 10 = \sum { i =1}ˆ{9} z i ( i )
∗/
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