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Aufgabe 1: Seien Ry und Ry Ringe und ¢ : Ry — Ry ein Ringhomomor-
phismus. Zeigen Sie, dass K, .= {x € Ri|p(x) = 0} ein Ideal von R; ist.

Wir miissen zeigen, dass die Menge K, abgeschlossen unter Addition, sowie
abgeschlossen unter Multiplikation mit beliebigen Elementen von R;.

Die Abgeschlossenheit der Menge unter Addition mit Elementen aus ihr selbst,
folgt aber sofort aus der Eigenschaft, dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist:

p(x) =0,0(y) =0=0=p(@)+¢ly) = plz+y) asoz+y € K,

Fiir beliebige © € K,,r € Ry gilt weiter: p(zr) = ¢(z)-r =0-7 =0, also
auch z - r € K.

Damit ist K, ein Ideal von R;.
Aufgabe 2: Sei R ein Ring und [ ein Ideal von R.

Zeigen Sie, dass die Verkniipfung ® auf R/I mit e @y :=(z+1)- (y+1) =
(xy + I) unabhéngig von der Wahl der Reprédsentanten x € (x + I) und
y € (y + I), also wohldefiniert, ist.

Esseien 7,7 € I und o’ := x + 1 sowie ¢y := y + j zwei weitere Représentaten
der Restklassen (x4 I) und (y + I). Wir zeigen, dass ' ©y' € (xy+ 1) ist.

Esist' @y =@+ +1)=@+i+)y+5j+1)=(x+1)(y+1)=
(xy + 1).
Die Definition von ® ist somit wohldefiniert.

Aufgabe 3: Auf Z werden zwei Verkniipfungen & und © festgelegt. Fiir
a,beZseia®b=a+b+1unda®b:=a-+ b+ ab.
1. Was ist das neutrale Element bzgl. &7
2. Was ist das neutrale Element bzgl. ®7
3. Zeigen Sie: Es ist (Z, ®, ®) ein kommutativer Ring mit 1 ist.
1. Wir suchen ein Element z € Z mit z @ a = a fiir alle a € 7Z: es ist
2@ a = z+ a+ 1. Das neutrale Element bzgl. & ist z := —1.

2. Wir suchen ein Element u € Z mit u ® a = a fiir alle a € Z \ {z}. Es
st u ® a =u+ a-+ ua. Damit ist u ;= 0 das neutrale Element von ®.
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3. Wir miissen die Ringeigenschaften nachweisen:
1. (Z, @) ist eine abelsche Gruppe:

e Esist a®b=>b® a, da Z kommutativ ist.
o Esist (a®b)®c = (a+b+1)+c+1 =a+(b+c+1)+1 =ad(bDc),
da 7Z assoziativ ist.
e Das neutrale Element ist z = —1.
e Das Inverse Element zu a ist @' .= —a — 2.
2. Wir miissen zeigen, dass ® assoziativ ist:
(a®b)®c = (a+b+ab)+c+(a+b+ab)c = a+b+c+ab+ac+bc+abe.

a®(b®c) = a+(b+c+bc)+a(b+c+bc) = a+b+c+ab+ac+be+abe.
Das neutrale Element ist u = 0, wie bereits gezeigt.

3. Jetzt miissen wir noch die Distributivgesetze zeigen:

(adb)Oc=(a+b+1)Oc=(a+b+1)+c+(a+b+1)c
=a+b+2c+ac+bc+1
(a®c)®(bOc)=(a+c+ac)® (b+c+be)
=(a+c+ac)+ (b+c+bc)+1
=a-+b+2c+ac+ bc+1, sowie
cOadb)=coOa+b+1)=c+(a+b+1)+cla+b+1)
=a+b+2c+1+ac+ be
(c®a)®(cOb)=(c+a+ca)® (c+b+ch)
=(c+a+ca)+(c+b+cb)+1
=a+b+2c+1+ac+be

(Da a ®b = b® a ist, hitten wir uns den zweiten Teil auch sparen
kénnen.)

Aufgabe 4: Auf der Menge P (M) aller Teilmengen einer gegebenen Menge
M definieren wir zwei Verkniipfungen: Fiir alle A, B € P (M) sei A@ B =
AUB\(ANB)und A®B:=ANBKB.

1. Zeigen Sie, dass fiir eine n-elementige Menge M die abelsche Gruppe
(P (M), @) isomorph zu (Z/27,)" ist.

2. Zeigen Sie, dass (P (M)), ®, ®) ein kommutativer Ring mit Eins ist.
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1. Essei M = {my,...,my,}. Wir definieren die Abbildung ¢ : P (M) —
(Z/27)" vermoge p(X) = (21, ..., 2n), Wobei

1 m;eX .
2 = gilt.

Die Abbildung ¢ ist injektiv und surjektiv, da jeder Vektor von 0 und
1 der Lange n umkehrbar eindeutig einer Teilmenge von M entspricht.
Damit ist ¢ eine Bijektion. Es ist dabei der Nullvektor das Bild der leeren
Menge.

Wir zeigen nun noch, dass die Abbildung mit den Verkniipfungen ver-
traglich ist.

Wir haben zu zeigen: o(A@® B) = p(A) + ¢(B). Dabei ist o(A® B) =
(AU B\ (AN B)) =: 2. Fiir die i-te Komponente z; von 2’ gilt:

1, fallsm; € Aoderm; € Bund m; € ANB
2 =
0, fallsm; & Aoderm; € Boderm; € ANB

Das ist genau der gleiche Vektor, wie bei ¢(A) 4+ ¢(B).
Damit ist (P (M), @) isomorph zu ((Z/27)", +).

2. Wegen der Isomorphie aus dem ersten Aufgabenteil haben wir bereits
gezeigt, dass (P (M), @) eine abelsche Gruppe ist. Wir miissen noch
zeigen, dass ® assoziativ ist und die Distributivgesetze erfiillt sind.

Dazu betrachten wir fiir A, B,C' € P (M), die verschiedenen Moglich-
keiten, ob m; in A, B,C, AN B usw. enthalten ist.

Assoziativitit:

A B C|AnB BNnC (AnB)uC An(BUC(C)
0 0 O 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 1 0 0

1 0 1 0 0 0 0

1 1 0 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1
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(A@B) 0C=A0C®BOC:

A B C|A®B (A®B)®C AGC BoOC AC®BOC
000 0 0 0 0 0
001/ 0 0 0 0 0
01 0] 1 0 0 0 0
10 0| 1 0 0 0 0
01 1| 1 1 0 1 1
10 1] 1 1 1 0 1
110 0 0 0 0 0
11 1] 0 0 1 1 0

Die Verkniipfungen kommutieren: Esist A@ B=AUB\ (ANB) =
BUA\(BNA) = B®&B. Ebenfalls gilt AoB = ANB = BNA = BOA.
Deswegen gilt auch das zweite Distributivgesetz C © (A @ B) = C ©
A C o B.

Die Menge M ist das neutrale Element bzgl. ®.

Aufgabe 5: Es sei p eine Primzahl. Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente
von (Z/p°Z)*.

Wir miissen diejenigen Elemente in {O, = 1} finden, die teilerfremd zu

p? sind. Nur p, p? sind nichttriviale Teiler von p?. Von den p? Zahlen 0, . . .

7p2_

1 miissen wir die Vielfachen von p ausschliefen, das sind aber genau p Stiick:
0-p,1-p,2-p,...,(p—1)p. Damit verfiigt (Z/p*Z)* iiber p* —p = p(p — 1)

Elemente.



