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Die Codierungstheorie versucht, méglichst effiziente Wege
der Nachrichteniibermittung aufzuzeigen. Effizienz bedeutet
hierbei: ein méglichst geringer Energieaufwand bei gleich-
zeitig wmdglichst groBer Redundanz. Die wathematische Nor-
malisierung dieses Problems fihrt 2zu bestimmten endlichen
Strukturen, den Codes. Uberraschenderweise sind nun die far
den Codierungstheoretiker interessanten Fragestellungen uber
Codes auf das Engste verflochten mit teilweise sehr alten
Fragestellungen aus der reinen Mathematik, die auf den
ersten Blick nichts mit Codierungstheorie zu tun haben und
die von Mathematikern véllig unabhdngig studiert wurden oder

noch studiert werden.
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Betrachten wir ein naheliegendes Beispiel. Seit 1969 wird
jedes in Westeuropa oder den USA erscheinende Buch mit der
Internationalen Standard-Buchnummer (ISBN} versehen. Solch

eine ISB-Nummer ist 10-stellig, z.B.

3-540-12782-8

(an der gzehnten Stelle taucht gelegentlich statt einer Zif-
fer das Symbol X auf). Die eigentliche Information, alsa
die Nummer eines Buches, ist hierbei die aus den ersten 9
Ziffern gebildete Zahl. Die letzte Ziffer ist eine sogenann-
te Kontrollziffer. Sie ist so bestimmt, daB fir eine ISB-
Nummer aja.a ...2 die Zahl 1-al+2a2+3a3+...+10a10
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stets durch 11 teilbar ist (wobei gegebenenfalls das




Symbol X als 2ahl 10 2zu interpretieren ist). So ist im

obigen Beispiel

13+2+543°4+4°0+5-1+6°2+7-7+8-8+9-2 = 173,

Folglich muB die letzte Ziffer eine 8 sein:

173+8-10 = 253 = 11-23.

Die FKontrollziffer hat den offensichtlichen Vorteil, in

einem gewissen Umfang vor Fehlern zu schitzen, die beim
Abdruck der ISB-Nummer in einem Kataleg, beim Abspeichern in |
einem Computer oder sonstwe auftreten kénnen. Wird etwa w
genau eine Ziffer beim Ubermitteln einer ISB-Nummer falsch

waitergegeben, z.B.
3-510-12782-8

an Stelle der oben gegebenen Nummer, so wird - wie man sich
leicht tberlegen kann - die empfangene Nummer auf keinen
Fall mehr die oben beschriebene, charakteristische Eigen-
schaft einer ISB-Nummer haben; im Beispiel ist

1+3+2*54+3~1+4+0+5-1+6~2+7*7+8+8+9+2+10*8 = 244, und die Zahl
ist nicht durch 11 teilbar. Die ISB~-Nummern sind also so
beschaffen, daf ein Fehler stets entdeckt werden kann. Ist
die Stelle des Fehlers bekannt, so kann er sogar korrigiert
werden: Im Beispiel ist die dritte Stelle falsch. Es ist

eine Zahl a zwischen 0 und 9 2zu bestimmen, sodaB




1+3+2°5+3+a+4°0+51+6+2+7*7+8+9+49°2+10+8 = 241+3-a

durch 11 teilbar ist, und diese Aufgabe hat genau eine
Ldsung, namlich a = 4. Der Fehler ist Kkorrigiert. Treten
mehr als ein Fehler auf, so kann es allerdings geschehen,
daf diese Fehler nicht mehr entdeckt werden; z.B. weicht
1-640-12782-8 an genau zwei Stellen von der anfangs ge-
gebenen ISB-Nummer ab und ist dennoch eine korrekte
ISB-Nummer.

Der Codierungstheoretiker wiirde die eben geschilderte Situa-
tion folgendermafen beschreiben. Gegeben ist ein endliches
Alphabet A - hier die Ziffern 0 bis 9 und das Symbol X.
" Aus den Buchstaben des Alphabets A werden Wérter zu je n
Buchstaben gebildet - hier ist n = 10, Die Menge aller
méglichen, n-stelligen Wdérter wird mit A"  bezeichnet. In
dieser Menge A" aller n-stelligen Woérter wird nun eine
Teilmenge C, ein "Code", als Menge der zuldssigen Worter
ausgezeichnet. Die Wérter in C heifen dann Codewdrter. Im
Beispiel besteht der Code aus den Wortern a,a,a,...a,,, fﬁr
die 1l+a.+...+1l0-a durch 11 teilbar ist und unter a, .
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bis a kein X vorkommt.

9
In der Praxis ist A natirlich kein willktrlich gewahltes
Alphabet. Um mit einem Code 2zu arbeiten, muBf man ihn be-
schreiben kdénnen. Die naheliegende Moéglichkeit, einen Code

Zu beschreiben, indem man die Codewérter auflistet, ist




nicht praktikabel (der ISBN-Code enhdlt 1 000 000 000 Code-
worter). Was bendtigt wird, ist ein méglichst einfacher
Algorithmus, der entscheidet, ob ein vorgelegtes Wort ein
Codewort ist oder nicht. Im ISBN-Beispiel besteht dieser
Algorithmus aus einigen Additionen, Multiplikationen und
einem Test auf Teilbarkeit durch 11. Die offensichtliche
Ursache filir diese erheblicha Vereinfachung.ist die Tatsache}
daf das Alphabet beim ISBN-Code aus Ziffern besteht, und mitl
Ziffern kann man algorithmisch operieren, genauer: man kann
sie addieren und multiplizieren. Es ist daher nicht ver-
wunderlich, daB die in der Praxis verwendeten Alphabete
meist 80 beschaffen sind, daf man mit den Buchstaben

"rechnen" kann.

Tatsachlich sind die am hdufigsten verwendeten Alphabete
"endliche Koérper". Auch beim ISBN=-Code gehen die etwas
tiefer liegenden Eigenschaften (ein Fehler kann entdeckt und
- falls die Stelle des Fehlers bekannt ist - sogar korri-
giert werden) auf die Tatsache zuriick, dag 11 eine Prim-
zahl ist, und daP man die Ziffern 0,...,9,X als Elemente
des Korpers F auffassen kamn. Was ist ein endlicher

11
Korper?

Studiert wurden endliche Kdérper zuerst von dem franzésischen
Mathematiker Evariste Galois (1811-1832). Die einfachsten
Beispiele erhdlt man folgendermaBen: Zu einer fest gewahlten

Primzahl p bezeichne Fp die Menge aller mdéglichen Reste,




die bei Division einer ganzen 2Zahl durch bs) auftreten
kénnen; Fp besteht alsc aus den Zahlen 0,1,2,...,p-1l. Man
kann mit den Zahlen in FE’ rechnen, indem man als Sumnme
zweier Zahlen a,b aus Fp diejenige Zahl ¢ aus Fp
vereinbart, fir die a+b = ¢ mod p gilt. Letzteres ist eine
in der Mathematik twbliche Schreibweise und bedeutet, daB
a+b-c durch p teilbar ist, oder - was gleichbedeutend ist.
- daf ¢ der Rest von a+b bei Division durch p ist.
Analeg vereinbart man als Produkt von a und b diejenige
Zahl 4 in Fp' scdaB a*b.= d mod p ist. Mit der so er-
klarten Addition und Multiplikation in fp kann man nun
genau so rechnen, wie man etwa mit rationalen zahlen
rechnet. (Die Voraussetzung, daB p eine Primzahl ist,  ist
notwendig, um sicherzustellen, daB zu jedem von O ver-
schiedenen Element a in Fp ein b gefunden werden kann,

sodaf a*b = 1 med p gilt, d.h. daB in Fp die Division

durch a erklart ist.)

In der Nachrichten- und Computertechnik verwendet man hiufig
aus naheliegenden Griinden als Alphabet den Kdrper Ez, d.h.
die Buchstaben 0,1 ("Strom flieBt, Strom flieBt nicht").
Jeden dieser Buchstaben bezeichnet man auch als "Bit". Ein

5-Bit Wort ist also ein Element von (F2)5. Hier ist die

Additions=- und Multiplikationstabelle fir den Kérper F,:




Diese Tabellen sind auch vom '"ausschlieBfenden Oder" bzw.

"Und" der Aussagenlogik bekannt.

Allgemein gibt es zu einer vorgelegten natirlichen Zahl n
genau dann einen Kdérper mit n Elementen, wenn n eine
Primzahlpotenz ist. Dieser Xdérper ist (genﬁuer: seine
"Rechenregeln sind) wv8llig eindeutig §urch. Angabe vwvon n

bestimmt, und er wird mit Fn bezeichnet.

Auch die far den Nicht~Mathematiker vielleicht etwas fremd-
artig erscheinenden Xo&rper Fn’ wo n nicht gerade eine
Primzahl ist, finden in der Praxis Verwendung. So wurde zum
Beispiel der Kérper F256 (256 = 28} benutzt, um Informa-
tionen von der Raumsonde Giotto, die zur Beobachtung des
Kometen Halley eingesetzt war, zur Erde zu Ubermitteln.
Genauer wurde dabei ein sogenannter Reed-Seclomon-Code, be-
stehend aus 255-stelligen Wortern uber dem Alphabet F256'
benutzt. Dies klingt weit weniger verbliffend, wenn man
weil, daB man jedes Element von F255 selbst als 8~Bit-Wort
auffassen kann. Es gibt ein Element a in Foggs sodas sich
jedes weitere Element in F256 in der Form

a0+al-a+a2'a2+...+a7-a7 mit einem eindeutig bestimmten
8-Bit~-Wort aoal. - a7 schreiben 1aBt (e, M "az" PR

stehen hierbei natiirlich far die Addition, Multiplikation

bzw. Potenz im Kérper F256)‘ Also hat man zum Beispiel



256

01100010 ata”+a

01000111 | a+a>+a®+a’

Nun gibt es genau 240 verschiedene solche «, d.h. fast

jedes Element in IF25‘5 hat die beschriebene Eigenschaft.

Man kann es aber so einrichten, daB etwa
g =a +a +a + 1

gilt (es gibt genau 8 <verschiedene solche a, und jedes

solche a hat noch die bemerkenswerte Eigenschaftf dag

1,a,a2,a3, .o .,a254 genau die von 0 verschiedenen Elemente

des Koérpers sind). Damit ist dann aber klar, wie man im

Kérper F rechnet: in der naheliegenden Art und Weise

256
unter Einbeziehung der Rechenregel a® =at +ad +a® 4+ 1

also z.B.

(1+a) + (1+a?) = (1+1) + a + o = a+a?,

(1+a>+a’) (1+a?) = 1+a +a +atra +a’

= l+a3+a4+a5+a:7+a (a4+a3+a2+ll

= l+a+a7.

Man mag einwenden, daf es sich bei dem Reed-Solomon-Code im

Grunde doch um einen binaren Code, d.h. einen Code uber Fz,

handelt. Dies mag man zwar so sehen {und man bezeichnet

einen Reed~Solomon~Code deshalk auch als "block-code");




allerdings wirde man bei einer Einenqgung auf diese Sicht-
weise die weiter unten gegebene Erklarung dieses Codes nicht
verstehen, und man hitte ihn ohne Kenntnis des Kérpers F256
wohl kaum entdeckt. Welchen Sinn hat

(10010100) - (10001000) = (11000001), wenn nicht den oben

baschriebenasn?

Vor einiger Zeit ist die digitale Informationsverarbeitung
~in Fc.er des Compact-Disc-System in der Unterhaltungselek-
tronik angewandt worden. Insbesondere wird dabei eine
Kombination von zweli Reed-Solomon-Codes (Cross-Interleaved
Reed-Solomon~-Code) benutzt. In C¢D-Plattenspielern ist also

in bestimmter Art und Weise der Koérper Fosg implementiert.

Allgemeln ist ein Code zunichst lediglich eine Menge € von
Codewortern in der Menge A" aller n-stelligen Wérter ilber
einem Alphabet A, wobei A meist ein Korper Eq ist. Um
zu sehen, was solch ein Code soll, und welche Forderungen
ein Codierungstheoretiker an einen Code stellt, missen wir

etwas zum Thema "Ubermitteln von Nachrichten" sagen.

Was sollen Codes leisten?

Sicherlich stark vereinfacht stellen wir uns eine Nach-

richtenibermittlung in drei Schritte zerlegt vor:

decodierte.

Botschaft . Hintergrund . Botschaft
——————
Codierer|— 1 —— | Decodierer
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Eine Botschaft wird in einen Codierer eingegeben; dies
kénnen die in bestimmten 2Zeitabstinden gemessenen Daten
eines akustischen Signals, die Schwarzung der Punkte eines
Rasters zur Erfassung eines Bildes (vielleicht durch die
Kamera einer Raumsonde aufgenommen) oder fuir den Speicher
eines Computers bhestimmte (eventuell vom Computer selbst
berechnete) Daten sein. Diese Botschaft verlast den Codierer
als Folge von Codewdrtern eines Codes € in einer Menge A"
von n-stelligen Wortern; technisch 2zum Beispiel als Folge
ven elektrischen Spannungsstdfen verschiedener Starke. Solch
ein Codewort durchlduft nun einen "Informationskanal" und
ist dabei einem "Hintergrundrauschen" ausgesetzt. "Inférma-
tionskanal" kann dabei ein elektromagnetisches Feld seih, es
kann aber auch fiir den Prozef des Abspeicherns und anschlie-
Benden Wiederaufrufens eines Bindrwortes in einem Computer
stehen. Auch das Wort "Hintergrundrauschen" 1ist nicht
wortlich zu nehmen; es kann elektrische Interferenz, Staub
oder Kratzer auf einer CD-Platte oder auch das Bombardement
eines Computer-Chips durch a-Teilchen bedeuten. Dieses
Hintergrundrauschen bewirkt jedenfalls, daB ein Codewort
mdglicherweise verfdlscht zum Decoder gelangt. Es ist natar-
lich winschenswert solche Verfidlschungen, d.h. Fehler, zu
entdecken. Nun ist dies in gewissem Mafe gerade durch die
Unterscheidung zwischen Codewdrtern und Nicht-Codewdrtern
gegeben = denken wir an den ISBN-Code, der einen Fehler ent-

decken kxann. Wie aber scll die Decodierungsvorrichtung auf

einen fir sie offensichtlichen Fehler reagieren?
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Bei den ersten Computern wurde im Fall, daB bei einer
Zwischenrechnung kein zuldssiges Binarwort - also kein Code-
wort -~ herauskam, der gesamte Rechenvorgang angehalten. Der.
Geschichte nach soll dies R.W. Hamming 1947 dazu gefiihrt
haben, den ersten praktikablen Fehler-korrigierenden Code zu
entwickeln. Die Idee ist, den Code ¢ so zu wahlen, daB die
Codeworter sich méglichst stark voneinander unterscheiden.
Die Decodierungsvorrichtung sucht dann zu einem empfangenen .

Wort das diesem Wort ahnlichste Codewort heraus.

Hier das wvielleicht einfachste Beispiel, der sogenannte
Repetition-Code: Die zu ibertragende Information ist "Ja"
oder "Nein". "Ja" wird in 11111, "Nein" in 00000 codiert:

also € = (11111,00000) als Teilmenge von (F Empfangt

2)5'
der Decodierer 01001, so ist es - mangels besserer Einsicht
- verninftig, anzunehmen, das8 "Nein" gesendet wurde, denn
01001 |nunterscheidet sich nur an zwei Stellen von 00000,
aber an drei Stellen von 11111l. Der Decodierer gibt also
“Nein" als decodierte Botschaft aus. Man iiberlegt sich
leicht, das dieser Code zwel Fehler korrigiert, d.h.: tritt
an hoéchstens zwei Stellen ein Ubermittlungsfehler auf, so
werden diese in jedem Fall erkannt und korrigiert. Wir be-~
merken einen wesentlichen Unterschied zum ISBN-Code: Der

ISBN—-Code kann keinen Fehler korrigieren (es sei. denn, die

Stelle des Fehlers ist bekannt).

Um dieses Phanomen gquantitativ zu erfassen, bezeichnet man

fir zwel Worter W wund W' (gleicher Linge tber einem ge-
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gebenen Alphabet mit d(W,W') die Anzahl der Stellen, an
denen sich W und W' unterszcheiden, also z.B.

d(101,122) = 2., Die Zahl 4(w,w') nennt man auch Hamming-
Abstand von W und W'. Mit d bezeichnen wir den Minimal-
abstand eines gegebenen Codes C , d.h. den kleinsten Ab-
stand d(W,W'), der auftritt, wenn W und W' die vonein~
ander verschiedenen Wérter von ¢ durchlaufen. Beim ISBN-

Code ist d = 2, beim Repetition-Code ist 4 = 5.

Man kann sich nun Gberlegen, daB ein Code mit Minimalabstand
d genau ¢t Fehler korrigiert, wobei ¢t durch 4 = 2t+l
(fdr ungerades d) bzw. d = 2(t+l) (fir gerades d) erklart

ist.

Um Nachrichten méglichst sicher zu ubermitteln, ist man
demnach an Codes mit méglichst grofem Minimalabstand d
interessiert. Der Repetition-Code hat d = 5; ar ist fir den
Codierungstheoretiker dennoch nicht ohne Makel. Er ist zu
aufwendig: funf Bit zur Ubertragung einer 1-Bit-Information.
Eine Raumsonde unterliegt Energie—- und Zeitbeschrankungen,
bei Computern ist kein Speicherplatz zu vergeuden. Dies
fuhrt aber auch schon zu dem grundsdtzlichem Proklem der
Codiaerungstheorie: Erwinscht gind Codes mit grefem Minimal-
abstand 4, d.h. stark unterschiedlichen Codewértern. Dies
zieht aber nach sich, daB8 man ein grofes Alphabet oder

Worter mit wvielen Stellen verwenden muB, also Jjedenfalls

einen grofen Aufwand. Letzteres ist wiederum unerwunscht.




Um diese Problematik guantitativ zu erfassen, fiahrt man

neben dem Minimalabstand d noch die Informationsrate R

eines Codes C aus AD ein:

log, |a”|

Hierbei steht |c| bzw. |A"| fir die Anzahl der Codewdr-
ter bzw. der dberhaupt méglichen Worter. Die Zahl 10g2|C|
(und ahnlich logzlAnl) ist hierbei als minimale Anzahl von'
Bit’s - etwa Ja-Nein-Entscheidungen - zu sehen, die man be-

nétigt, um jedes beliebige Codewort mit Sicherheit aufzufin-

den.

Mit diesen Bezeichnungen laft sich nun das Hauptproblem der
Codierungsthecrie etwas Uberspitzt folgendermafen formu-
lieren: Es sollen Codes gefunden werden, die die beiden

inkompatiblen 2Ziele eines grofen Minimalabstands d und

einer groBen Informationsrate R verwirklichen.

Der Hamming-Code

Der historisch wohl erste der etwas subtileren und effizien-
teren Codes ist der Hammming~Code: Jede Information, die ge-
sandet werden soll, besteht aus 4-Bit=-Wdortern. Tatsachlich
gesendet wird ein 7-Bit-Wort, d.h. es wird an jede 4-Bit-
Information eine 3-Bit-Kontrollfolge angehdngt. Dies ge=-
schieht folgendermafen: Ist e_.e.e.e ein 4-Bit-Wort, also

017273
e, = 0 oder = 1, so setzen wir




k. = +E . +E k. =z +e.te,., .

k. = e _+e_ +te 2 €ateE ey 3. ote17es

1 0 "2 "3
Gerechnet wird hierbei in F,, also k; = 0 oder 1 Je
nach dem ob die Summe der Zahlen e,,&,,64 gerade ist oder
nicht ete. . Das 7-Bit Wort eoeleze3klk2k3 ist das Code-
wort, welches gesendet wird. Eine Ubersetzungstabelle und
eine andere nette Beschreibung des Hamming-Codes findet man

in Abb. 1 und Abb. 2

The Hamming code of dimension four
0000 becomes Q000000 1000 becomes 1000111
0001 becomes 0001110 1001 becomas 1001001
0010 Becomes 0010101 1010 becomes 1010010
0011 becomes 0011011 1011 becomes 1011100
100 becomes 0100011 1100 becomes 11001C0
0101 becomas 0101101 1101 becomes 1101010
0110 becormes 0110110 1110 becomas 1110001
0111 becomas 0111000 1111 becomes 1111111

Abb. 1: Die Ubersetzung der 4-Bit Information in
7-Bit-Codewérter beim Hamming-Code




{74) HAMMING CODE is the simplest of the error-correcting procedures devised hy
Richard Hamming =t fie Bell Telephonce Laboratories and empioyed today o protect daia
in computer memories. The (7,4) code reguires three so-called parity bits ta protect ewch
four bils of data. The consiruction calied a Yeun diggram depicis the scheme. Four bits of
information are stored in the four centiml compariments of the dingram (¢). Then three
parity bits {color) are stored (5). The rule is that the total number of E's in each circle must
be even. A soft error changes ane of the dats bits (e} The error is detected by recxamining
the parity bits, which revead (d) Something wrong in circle | and ciccie  but not in circle B.

Der Hamming-Code ist ein sogenannter linearer Code: Da FZ

ein Korper ist, trigt (F

2)7 in natarlicher Art und Weise

die Struktur eines 7-dimensionalen Vektorraumes iber Fz,

genau so, wie die reellen 7-Vektoren (xl,xz,...,x7) einen

7-dimensionalen Vektorraum iber den reellen Zahlen kilden.

Codeworter des Hamming-Codes bilden einen linearen

Unterraum wvon (F2)7. Die in der Praxis verwendeten Codes
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sind meist linear, d.h. das Alphabet ist ein Korper Fq und
die Codewdrter bilden einen linearen Unterraum des Vektor-
raums (qu)“ tber F_.

Der Minimalabstand d des Hamming-Codes ist 5. Um dies
einzusehen, beachte man, daB d(W,W') = w(W-W') ist, wenn
wir fir ein Codewort W mit  w(W) das sogenannte
Hamming-~-Gewicht von W bezeichnen, d.h. die Anzahl der von
0 verschiedenen Stellen von W. Da der Hamming=-Code linear
ist, ist demnach der Minimalabstand d auch gleich dem
kleinsten w(W), welches auftritt, wemn W alle wvon
0000000 verschiedenen Codewdérter durchlduft. Ein Blick auf
Abb.1 zeigt, daB jedes wvon 0000000 verschiedene COQewort
mindesten an drei Stellen eine ‘1 hat, d.h. es ist d = 3.

Der Hamming-Code kann also einen Fehler korrigieren.

Die Informationsrate des Hamming-Codes ist R = 4/7. Wuarde
man zur Ubermittlung von 4-Bit-Wértern an Stelle des
Hamming-Codes einen Repetition-Ccde verwenden, so miilte man
jedes 4-Bit-Wort dreimal wiederholen, um auf einen Minimal-
abstand von 3 zu kommen, d.h. um einen Fehler korrigieren
zu kénnen. Die Informationsrate dieses Repetition-Codes ware
4/12. Die Informationsrate des Hamming-Codes ist demnach
12/7 = 1,71...- mal so groB wie die des Repetition—-Codes,
und dies bedeutet, daf der Hamming-Code in der gleichen Zeit
etwa 71% mehr Information ubermitteln kann als der

Repetition-Code.
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Genaugenommen gibt es eine ganze Serie von linearen Codes,
die nach Hamming benannt sind. Der hier beschriebene hat die
genauere Bezeichnung "bindrer (7,4)-Hamming-Code". Hamming-
Codes werden benutzt, um die in computerspeichern befind—~

lichen Daten (vor natiirlichen Phinomenen) zu schiitzen.
Reed-Sclomon-Cod

Eine andere Serie von Codes, die wir oben schon erwihnt
habken, sind die Reed-So0lomon-Codes. als Beispiel betrachten
wir einen (255,223) -Reed-Solomon-Code t{ber dem Korper
E256' Die Informationen sind die 223-stelligen Worter uber

dem Alphabet F,56+ Jede solche Infermation

981858555

wird in ein 25S5-stelliges cCodewort

b0b1b2"'b254

ungewandelt, wo die b { ebenfalls Elemente des Kdérpers

F,5¢ Sind. Diese Umwandlung geschieht durch die folgende
Vorschrift

2 254
b0+blx+b2X +...+b254x

2 222 2 3 32
= (agta X+a X%+, . 42, X% - (X-a) (X-a) (X~a’) ... .- (-39,
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Gerechnet wird hierbei natiirlich im Kérper F,... Das Symbol
X ist eine Unbestimmte, d.h. die linke Seite der obigen
Gleichung erhilt man, indem man die rechte Seite ausmulti-
pliziert und nach Potenzen von X sortiert. Das Symbol «
{ist hierbei ein fest gewdhltes Element von F256 mit der
Eigenschaft, das 1,a,a2,a3,...,a254 gerade die von 0

verschiedenen Elemente des Koérpers 'F256 sind (z.B. kann

man das oben beschriebene a nehmen).

Der eben beschriebene Code ist offenbar linear. Durch An-.
wendung von etwas Algebra ist es mdéglich zu zeigen, das
jedes Codewort mindestens 33 von 0 verschiedene Stellen
hat. Wie oben beim Hamming-Code folgert man hieraus, 6 das
dieser Reed-Sclomon-Code den Minimalabstand d = 33 hat,

und daB er daher 16 Fehler korrigiert.

Man beachte, daf man jedes Element von F,.. wie oben be-
schrieben als 8-Bit-Wort auffassen kann. Der Reed-Solomon-
Ccode korrigiert also 128 Bit, wenn die 128 falsch uber-
mittelten Bit in 16 Blécken zu je 8 Bit auftreten. Auf Grund
dieser Eigenschaft sind Reed-Solomon-Codes dort besonders
gut geeignet, wo von vorneherein damit zu rechnen ist, dap
Ubermittlungsfehler kein einzelnes Bit, sondern sogleich
eine ganze Serie aufeinanderfolgender Bits betreffen (2z.B.
elektrische Interferenz, Staub auf CD-Platten). Schlieflich

beachte man dabei noch die ziemlich hcohe Informationsrate R

des beschriebenen Reed-Sclomon-Codes: R = %}%%% = 0,87...
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tomo i e und Git 11 _einem Code

ﬁwei binare Codes sind ~ zumindest theoretisch - gleichbe-
rechtigt, falls sie durch Vertauschung (Permutation) der
Stellen in den Codewdrtern auseinander hervorgehen (vgl.
Abb. 3a)). Als Automorphismengruppe eines Codes C
bezeichnet man diejenigen Permutationen, die den Code als
ganzen (nicht notwendig wortweise) invariant lassen. Besteht
der Code C aus Wortern der Lidnge n (alsa C Teilmenge
von (Fz)n), so ist die Anzahl der im obigen Sinn zu C
gleichberechtigten Codes (dquivalenten Codes) gleich der An-
zahl aller mdglichen Permutationen der Stellen eines Wortes
der Lange n geteilt durch die Ordnung (Anzahl der Elemen-

I
te) der Automorphismengruppe von C; als Formel: IAuEEc)I'




o c! - -
1 pltabc) abc ps(p4(abc)) p3(acb)
000 000 pz(abc) = bhac = hca = ps(abc)
100 001 p3(abc) = ¢ba Py * Py = Pg
010 010 p4(abc) = acb
110 011 p5(abc) = cab
pG(abc) = bca
a) B) c)
000 000 000
01l 100 111
Code 101 | 010 | 100 ’
110 110 011
Ordnung
der Automor- 6 2 2
phismengruppe
Anzahl der
dquivalenten 1 3 3
Codes
d)
Abb.3: a) zeigt zwei dquivalente Codes, die durch Vertau-

schung der 1l-ten mit der 3-ten Stelle der Codewérter
auseinander hervorgehen. Es gibt genau 6 verschiedene
Permutationen der Stellen eines Wortes der Lange 3

(Abb. b)). Das Produkt p'°p zweier Permutationen p’
und p ist diejenige Permutation, die man durch Hinter-
einanderausfithren von p und p’ erhdlt (Abkb. c}). Es
gibt genau sieben bindre 1lineare 4-Worter-Codes mit
Wortlange 3. Diese zerfallen in drei Klassen von je 1
bzw. 3 bzw. 3 einander aquivalenten Codes (Abb. d)). Der
"symmetrischste" ist offenbar der erste (an jedes 2-Bit-
Wort wird eine Kontrollziffer o oder 1 so ange-
fiigt, daB die Anzahl der l=-en gerade wird).




Betrachten wir den Hamming~Code (Abb. 1), so sehen wir, das
er genau sieben Codeworter vem Gewicht 3 (d.h. mit genau
drei Einsen) enthialt. Schreibt man diese sieben Codewdrter
untereinander, so erhialt man die Inzidenzmatrix der projek-
tiven Ebene iber Fz (vgl. Abb. 4). Daher kann man die
Automorphismengruppe des Hamming-Codes interpretieren als
die Gruppe der Kollineationen dieser projektiven Ebene (d.h.
als die Gruppe derjenigen Permutationen der 7 Punkte dieser
projektiven Geometrie, die Geraden in Geraden uberfihren).

Diese Gruppe - sie wird mit GL, (F,) bezeichnet - ist eine

beruhmte einfache Gruppe der Ordnung 168.

1234567
a 0001110
bloo10101
C{0100011
d]/0111000
e | 10010601
f lto9010010
911006100

£,

Abb. 4: b) zeigt die projektive Ebene iiber F2: sieben
Punkte (1,2,...,7), sieben Geraden (a,b,ese,9):
Jede Gerade enthdlt genau drei Punkte, jeder
Punkt liegt auf genau drei Geraden. a) zeigt die
Inzidenzmatrix dieser projektiven Geometrie: der




Schnittpunkt der Zeile b und der Reihe 2 ist 0,
weil die Gerade b den Punkt 2 nicht enthalt;

der Schnittpunkt von Zeile f ‘mit Reihe 6 ist

1, weil die Gerade f den Punkt 6 enthalt etc.
Die Zeilen der Inzidenzmatrix sind genau die
sieben Codewérter mit Gewicht 3 im Hamming-Code
(vgl. Abb.1l}.

Ein weiteres interessantes Objekt, welches man einem line-

aren Code zuordnen kann, ist ein Gitter.

Betrachten wir dazu den erweiterten Hamming-Code c in
(Fz)a, den man aus dem Hamming-~Code der Abb. 1 dadurch er-
halt, daf man an jedes Codewort eine weitere Kontrollziffar
0 oder 1 so anfigt, daf die Gesamtzahl der l-en im neu-
entstandenen Wort stets gerade ist: aus dem Codewort
1100100 des Hamming-Codes wird also das Codewort 11001001
des erweiterten HEamming-Codes etc. Dieser erweiterte
Hamming-Code € hat zwei bemerkenawerte Eigenschaften: in
jedem Codewort ist die Anzahl der 1l-en durch 4 teilbar (man
sagt:"der Code ist doppelt gerade"): ferner sind die Worter
b,b....bg in (IFz)B, die b,a,+b,a,+...bgag = 0 mod 2 fir

alle aja,...a in € arfiillen, genau die Codewérter in C

(man sagt: "der Code ist selbstdual").

Im 8-~dimensionalen Raum R® hat man das “Rechenkidstchen-
X, X X
Gitter® = ZB, d.h. alle Vektocren (—i,—g,...,—g), wa die
vz V2 V2 V2

LIS SYRRRRE N ganze 2Zahlen sind (vZ 1ist hier lediglich

eine Normierung, um verschiedene Formeln einfacher schreiben

e



zu kénnen, und hat keine weitergehende Bedeutung). Dem er-

weiterten Hamming-Code € entspricht nun ein interessantes

Teilgitter I wvon < z8; Das Gitter I besteht aus allen
vZ
*1 *g 1 .8
Vektoren (=, 0 ee,—) aus — Z7, sodaB die Redukticn
v2 vZ
modulo 2 von (xl,...xa) in C liegt {(letzteres

bedeutet: ist &4 der Rest von Xs bei Division durch 2,
so soll E16,0006g ein Codewort in C sein).
Die beiden oben erwihnten _Eigenschaften des erweiterten

Hamming-Codes iibertragen sich auf das Gitter TI': Die Zahl

xi+x§+...+x§ - d.h. das Langenguadrat - eines Vektors
(xl,...,xs) aus I 1ist stets eine gerade ganze Zahl (man

sagt:"Das Gitter T 1ist gerade"). Ferner ist I unimodu-
lar, d.h. die Vektoren (yl,...,ya) aus Ra, fur die das

+...+X

Skalarprodukt X,y +X mit jedem (xl,...,xg)

2¥2 g¥s
aus I ganzzahlig ist, sind genau die Vektoren in TI'. Das
Gitter T 1ist das einzige 8-dimensionale Gitter mit diesen
beiden Eigenschaften, und es wird wblicherweise nit Eg

bezeichnet.

Die Ausdrucksweise "einziges Gitter" ist hierbei natirlich
in einem etwas abstrakteren Sinne zu verstehen: zwei Gitter,
die durch eine Drehung des 8-dimensionalen euklidischen
Raums auseinander hervorgehen, werden als gleich angesehen:
der Mathematiker sagt: Sie sind "isomorph". So kann man das
Gitter Eg = genauer: ein zu obigem I isomorphes Gitter -

auch folgendermgﬁen erhalten: Wir identifizieren den

8-dimensionalen euklidischen Raum mit den Vektoren




(xl,xz,...,xg) im Minkowski-Raum Rs'l, die auf dem Vektor
(LpRpl,lypdyd,sd, iy —3) (alue Sdaygsiyguadsast

124124, . .41%2-(-3)%2 = -1) senkrecht stehen, d.h.
x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8-3x9 = 0 erfillen. Das Lingencguadrat
eines Vektors (X),X5p000rXg) in diesem Modell des 8—-dimen-
sionalen euklidischen Raums 1ist dabei natarlich durch
xi+x§+x§+...+x§-x§ gegeben. Ein weiteres Modell far Eg
-erhdalt man nun in Form aller Vektoren (xl,xz,.}.,xg), wo
die X; ganze Zahlen sind (und natarlich

xl+x2+...+x8—3xg = 0 erfullen).

Das Gitter E hat 240 Vektoren minimaler Lange. Dies liest

8
man am besten am Gitter I aus entsprechenden Eigenschaften

des erweiterten Hamming-Cecdes ab. Die kiirzeste Lange eines
von (0,...,0) verschiedenen Vektors in I ist +2 : jeder
von (0,...,0) verschiedene Vektor in I hat mindestens 4
von 0 verschiedene Koocrdinaten oder aber seine Koordinaten
sind ganzzahlige Vielfache von V2, denn jedes von 0...0
verschiedene Codewort hat mindestens Gewicht 4. Die Anzahl

der Vektoren der Linge V2 ist

14 Woérter im er-
weiterten Hamming-| x (24 Vorzeichen) +

Code vom Gewicht 4

B Méglichkeiten,

+ (1 Wort 0...0) % |eine 2 auf 8 Stellen| x 2 Vorzeichen

zu verteilen
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Um dexr Anschauung bel der Diskussion ven Glttern etwas ndher
zu kommen, betrachten wir eine Serie sehr ‘einfacher Codes:
Ch sel der Code in (Fz)n, der aus allen Wértern mit einer

geraden Anzahl von l-en besteht. Zum Beispiel

= o
[l ™
W

H OO
HOROQ
CrHO

Dies sind offenbar lineare Codes. Die zugehdérigen Gitter:

bezeichnen wir mnmit Dn' Es ist also Dn die Gesamtheit
X x

aller Vektoren (—=%,...,-2)} in - z®, sodaB X HK b HX
V2 v2 v2 ,

gerade ist (vgl. Abb. 5).
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Abb.

5:

Die Gitter und D3. Ein Bereich wie der
schraffierte im Bild von D2 heipt Fundamental-

masche. Fillt man den 3-dimensionalen Raum mit

D,/Dy

Wirfeln der Kantenlidnge +2 aus, beginnend mit dem
im Bild dargestellten, so bilden die Eckpunkte und
Oberfldchenmittelpunkte dieser Wurfel gerade das
Gitter D,.
"flachenzentrierte kubische Gitter". Die Eckpunkte
000, die
Flichenmittelpunkte den drei ubrigen Codewortern
von C,.

Dieses Gitter heifit deshalb auch das

eines Wirfels entsprechen dem Codewort
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Das Gitter D, besitzt genau 12 Vektoren minimaler Liange 1:

vem Gewicht 2) x (22 Vorzeichen).

12 = {3 Wérter in C,

Denken wir uns um jeden Gitterpunkt in D, eine Kugel vom
Radius 1/2 gelegt, so erhalten wir eine Rugelpackung des
3-dimensiocnalen euklidischen Raums: Qabei wird Jjede Kugel

von genau 12 anderen beriuhrt (vgl. Abb. §6).

Abb. 6 Bei der zu D3 gehérenden Kugelpackung wird jede

Kugel von genau 12 anderen beruhrt.

Kufizahl und Dichte

Bemerkenswert ist hier, daB 12 Uberhaupt die maximale Anzahl
von Kugeln gleicher Grofe ist, die eine welitere Kugel
gleicher GrdéBe berithren kodnnen. Dieses "Kontaktzahl-" oder
"KuBzahl-Problem" ist sehr alt und fihrte zu einem Dispu£
zwischen Isaac Newton ("12 ist die maximale Zahl"™)} und dem
Astronomen David Gregory (er bezweifelte es) im Jahre 1694.

DaB Newton recht hatte, wurde von R. Hoppe (1874), G. Bender

(1874) und S. Ganther (1875) bewiesen.
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Es ist ein ungeldstes Problem, die maximale Kontaktzahl T,
in n Dimensionen zu bestimmen, d.h. die maximale Anzahl
T von Kugeln gleicher GroéfSe im n-dimensionalen Raum R?,

n
die an eine weitera Rugel gleicher Gréfe angelegt werden

kénnen. (Die "Kugel™ in R" mit Mittelpunkt (al,az,...,an)
und Radius r ist die Gesamtheit aller (xl,..,xn), sodaB

2

(xl—a1)2+(x2-a2)2+...+(xn-an)2 {r gilt.)

Es ist offensichtlich T, = 2:

T
" Kuqel n

Etwas weniger offensichtlich, aber durch etwas Nachdenken

leicht einzusehen, ist t, = 6. Diese Kufzahl wird wieder

realisiert bei einer Kugelpackung, die von einem Gitter

herrihrt, dem Gitter A, (vgl. Abb. 7). Wie eben erwahnt,.

well man T, = 12. AuBerdem weif man noch Tg = 240 und

Tog = 196 560 (A.M. 0Odlyzko, N.J.A. Sloane 1979 und V.I.

Levenshtein 1979). Auch diese beiden KuBzahlen konnen durch
Gitter realisiert werden: Im Fall der Dimension n==38
durch das oben beschriebene, aus dem erweiterten Hamming-
Code gewonnene Gitter Eg: wie wir gesehen haben, gibt es
240 Vektoren minimaler Linge V2 im Gitter Eg; legt man um

jeden Gitterpunkt eine Kugel vom Radius ig , so erhalt man

eine Kugelpackung, wo Jjede Kugel von genau 240 anderen be-

rithrt wird. Im Fall der Dimension n = 24 wird die maximale
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KuBzahl beim Leech-Gitter erreicht, auf das wir spater noch
eingehen werden., Fir n # 1,2,3,8,24 ist n bis heute

naoch unbekannt.

~
-

v,

€3
et

/ol Ay 5K

Abb. 7: Das Gitter A auch das "hexagonale Gitter"®

genannt.

2'

Verwandt mit dem Kontaktzahlproblem ist das Problem der

n ist

dichtesten Kugelpackung: der n-dimensionale Raum R
méglichst dicht mit Kugeln gleicher GréRe aufgzufiillen. Eine.
verninftige Restriktion ist, zundchst nur Gitterpackungen zu
betrachten: als Kugelmittelpunkte wahlen wir die Punkte
eines Gitters, als Radius der Kugeln die Zahl R = % x
(Ldnge des kleinsten von (0,...,0) verschiedenen Gitter-

vektors). Die Dichte einer Gitterpackung erfaBft man quanti-

tativ durch den Anteil der Fundamentalmasche eines Gitters,

der von Kugelteilen iberdeckt wird (vgl. Abb. 8).
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Abb. 8: Die Dichte & einer Gitterpackung kann durch
folgende Formel berechnet werden:
Volumen einer Kugel vom Radius R
Velumen einer Fundamentalmasche

6 =

Im Fall der Dimension n = 1 fithrt offenbar jedes Gitter zu
‘ einer optimalen Gitterpackung mit Dichte 1. Das Gitter D,
hat die Dichte w(3)2 = 0,78... (vgl. Abb. 5). Eine dich-

tere Packung hat man beim Gitter A2 (vgl. Abb., 7); die
7 (3}

v3/2
einzusehen, daB dies die dichteste Gitterpackung in zwel

= 0,90... . Es ist nicht sehr schwer

Dichte ist hier

Dimensionen ist. In Dimension 3 ist D, die dichteste
Gitterpackung (C.F. Gaug 1831); in Dimension 4,5 sind es
D4,D5 (A. Korkine, G. Zolotareff 1872 und 1877); 1in Dimen-
sion 6,7,8 sind es EG'E7'E8 (H.F. Blichfeldt 1934). Die
Gitter Eg,E, sind gewisse "Schnitte" im Gitter Eg. In den

héheren Dimensionen ist das Problem, die dichteste Gitter-

packung zu bestimmen, bis heute noch ungeldst.

L
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Name Dichta der Anzahl der Vek-
n| des . . toren kurzester
Gitters Gitterpackung Linge
1_
1 Dy 2+5=1.0000 2
2 A, re—t =0.9068 6
2v3
3 D, 42‘-i~=0.7404 12
4v2
2 1 24
4 D4 2—'-8-=0.6153
2
5 D, ?g et —0.4652 40
8v2
w3 1
6 Eg " ——=0.3729 72
8vV3
1672 1
7 E, 105" Tg=0- 2952 126
4
T .1 _
8 EB EE IE~0.2536 240

Abh. 9: In den Dimensionen n =1 bis n = 8 sind die
dichtesten Gitterpackungen bekannt.

Codes, Thetareihen und Modul formen

Gitter stehen in engem Zusammenhang mit Fragen der Zahlen-
theorie. Denken wir uns ein Gitter TI' im n~dimensionalen
Raum gegeben, von dem wir annehmen, daB die LAangenguadrate
der Gittervektoren ganzzahlige Vielfache einer reellen Zahl

R sind, wie es bei allen bisher betrachteten Gittern der

Fall ist. Als Lange eines Gittervektors kommen also die




- 32 =

Zahlen O,Jﬁ,JZR,VBR,... in Frage:; etwas anschaulicher aus-

gedrickt: die Gittervektoren sind auf den Kugeln vom Radius

o,VvR,v¥2R,V3R,... zu finden.

Abb. 10 Beim Gitter A, enthalten die ersten 5 Kugeln
(Kreisa), auf denen Gitterpunkte zu finden
sind, jeweils 1,6,6,6 bzw. 12 Punkte.

Wieviele Gitterpunkte liegen auf der Kugel vom Radius vR*m

fiir eine beliebig vorgegebene nattirliche Zahl m ?

Seiner Natur nach ist dies ein Problem der Zahlentheorie,
genauer: ein dicphantisches Problem. Wollte man dies Problenm
etwa fir die Gitter Dz cder Az formelméﬂig formulieren,
so wiirde man zu der folgenden Frage gefilthrt: Wieviele Paare
(%,V) ganzer Zahlen gibt es, sodaf x2+y2 =m (far D2)

bzw. x2+xy+y2 =mn (far Az) gile?

L




Es bezeichne N, die Anzahl der Gitterpunkte von I', die
auf der Kugel von Radius vm*R liegen. Der methodisch er-
folgreichste Weg in der Mathematik, um Aussagen uber die
Zahlen Nﬁ zu erhalten, ist, alle diese Zahlen zu einenm
einzigen Objekt zusammenzufassen, der "Thetareihe zum Gitter

re:

]
_ 2 _ n
Br = 1+qu+N2q +...= E qu .

m=0

Man kann sich hier zundchst q als eine Unbestimmte und Op

als ein unendliches Polynom vorstellen.

"

Bedeutungsvoll wird diese Schreibweise, wenn man q = elez

setzt. Dann wird 8, = Br(z) eine Funktion in der Vvariablen
z, wobel fiir 2z Jjede komplexe 2Zahl mit positivem Imaginidr-

teil eingesetzt werden darf.

Die Thetafunktion gehért nun einer sehr distinguierten
Klasse von Funktionen an, den sogenannten "Mcdulformen". Im

einfachsten Fall ist eine Modulform eine Funktion der Ge-

stalt £(z) = a0+alq+a2q2+..., die unendlich vielen
Funktionalgleichungen gentgt: f(gzig) = (cz+d)kf(z), wobel

die a,b,c,d Dbeliebige ganze Zahlen mit ad-bc = 1 sein
didrfen, und wobei k eine fest vorgegebene naturliche Zahl

ist; genauer heifen die eben beschriebenen Funktionen

"Modul formen auf der vollen Modulgruppe mit Gewicht k".




Allgemeinere Modulformen enthalt man, indem man die Zahlen
a,b,c,d noch gewissen weiteren Restriktionen unterwirft und
fiir k beliebige Zahlen zuldst. Identifiziert man je zwei

komplexe Zahlen (mit positivenm Imaginarteil), falls sie

az+b
cz+d

ad-bc = 1 und eventuell weitere Restriktionen) auseinander

durch eine Substitution z — (a,b,c,d ganze Zahlen,
hervorgehen, so erhdlt man ein geometrisches Objekt, eine
"Modulkurve”". Im einfachsten Fall ist dieses geometrische
_ Objekt die komplexe projektive Gerade oder Riemannsche
zahlenkugel, aus der man einen Punkt herausgenommen hat. Das
Studium der Modulkurven fiihrt zu Aussagen iber Modulformen.
(Wieder) im einfachsten Fall erhdlt man zum Beispiel die
Aussage, da8 jede Modulform auf der vollen Modulgruppe mit

Gewicht k fuar durch 4 teilbares k wvon der Gestalt

k/4 k/4=3 k/4-6,2 _ k/4=31
cOE4 +clE4 4 A+, . .= EciE4

Hierbei sind die €yr€qrC beliebige komplexe Zahlen;

A+c,E At sein mus.

2’...
die Summe_ist uber die endlich wvielen natirlichen Zahlen zu

erstrecken, fir die k/4-31i nicht-negativ ist. Die Symbole

E,,A bezeichnen zwei sehr grundlegende Modulformen:
= 2 3 m
E, = 1+240(q+9q +28q7+...) = 14240 S o,(mq

m=1

(aB(m) = Summe der dritten Potenzen der Teiler von m) und

4 = ql-g) 2% (1-g¥)%%...=q1 (1-d™**
m=

= g-24g%+252q°~1472q" +...




Um nun 2zu den Thetareihen zuriickzukehren, nehmen wir an, daf
r gerade und unimocdular ist (vgl. den vorletzten Ab-
‘schnitt). Dann ist BF(Z) eine Modulform auf der vollen
Modulgruppe mit Gewicht % (man weiB, da8 unimodulare,
gerade Gitter nur fiir durch 8 teilbare Dimensionen n
existieren). Ist etwa T = EB' 50 mus also nach dem eben
iber Modulformen gésagten die Thetafunktion er mit E,
identisch sein. Also gilt fir das Gitter I = Eg die Formel
Nﬁ = 240 as(m). Analoge Argumentationen kann man auch fir
beliebige Gitter durchfihren, um die Zahlen N, zu be-

stimmen (vgl. Abb. 11).
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Die ersten Zahlen N fiir die optimalen
Gitter AZ,D3,04,D5,E6,E7 und E8 . Die
Teilbarkeitseigenschaften der Zahlen N
kommen dadurch zustande, daB die Gitter
jeweils bei bestimmten Drehungen des je-
weiligen euklidischen Raums in sich Uberfuhrt
werden. So ist zum Beispiel A, invariant
unter den 6 Drehungen um 6Q¢, 120¢, 180¢,
2700, 360¢ (vgl. Abb. 7). Demnach muf die
Anzahl der Gitterpunkte auf jeder Kugel durch

6 tellbar sein.




Um schlieflich wieder 2zu den Codes zuriickzukommen, erinnern

wir uns, dad jedem (bindren linearen) Code ein Gitter und -
wie wir eben sahen - einem Gitter eine Thétafunktion, d.h.
eine Modulform, entspricht. Noch unmittelbarer wird dieser

Zusammenhang, fihrt man das sogenannte Gewichtszahlerpolynom

eines Codes einﬁ

Sei dazu C ein linearer Code 1in (Fz)n. Mit Ai ba-

zeichnen wir die Anzahl der Codewdrter mit genau i Einsen.

Die Zahlen AO,A An ‘fassen wir zum Gewichtsziahler-

1’...'
polynom in zwei Unbestimmten X,Y zusammen:

-1 n=-1 n_

n n
Wo(X,¥) = A X'+A,X 1

0 1

mt

Fir den erweiterten Hamming-Code - wir bezeichnen ihn mit

- ist zum Beispiel (vgl. auch Abb. 1):
Wy (X, 1) = xP+1axtvied®,

Unten werden wir einen weiteren doppelt-geraden, selbst-

dualen Code kennen lernen, den erweiterten Golay-Code G ;

sein Gewichszdhlerpolynom ist

We (X, ¥) = x>*+759x v 42576x 2y 24 750x 0y 164y 24,

Dem Code <€ entspricht ein Gitter I, diesem die Thetareihe
BF' und dieser Zusammenhang druckt sich in der folgenden

Formel aus:




Wo(8,,8,) = @n .

Hierbei sind 90 und 91 zwei universelle Thetareihen:
2

s ]
1+2(q+q4+q9+...) = 1+2 z qm und
m=1
® (2m+1)2/4
8, = 2(q1/4+q9/4+q25/4+...) = 2 E q( o .

m=0

9

Vermége dieser For@el kann man Aussagen uber Modulformen in
Aussagen Uber Codes (bersetzen. Ist 2zum Beispiel C
doppelt-gerade, selbstdual, so ist r gerade und uni-
modular, und dann ist B eine Modulform auf der vollen
Modulgruppe vom Gewicht n/2 (und n/2 ist durch 4 £ei1-
bar). Die oben gegebene Beschreibung dieser Modulformen
iibersetzt sich dann in die Aussage, daB sich das Gewichts-
zihlerpolynom eines doppelt-geraden, selbstdualen Codes
stets in der folgenden Gestalt schreiben last:

W.(X,¥) = C Wf/8+01Wf/3'3w;+c2wf/8'6wf+...= zciwf/s”alwf
H

0% & i g i g

mit geeigneten Zahlen Cg,C;,Chpeeey und die Summe ist iber

alle i zu erstracken, soda8 n/8-3i nicht-negativ ist.

Solche Aussagen sind fiar den Codierungstheoretiker naturlich
interessant. Zum Beispiel kann man mittels der eben formu-
lierten Aussage einsehen, daB der Minimalabstand eines

doppelt-geraden selbstdualen Codes der Linge n hochstens




4[5%]+4 sein kann {{§§] = groBte natiirliche Zahl, die
nicht groéger als 5% ist), und dag es Uberdies nur endlich
-.#iele doppelt-gerade, selbstduale Codes gibt, die diese obe-
ren Schranken jeweils annehmen; diese heiBen "extremale
doppeltgerade, selbstduale Codes"™. Die ersten dieser extre-
malen Codes erhdlt man fir die Wortlangen n = 8 (erweiter-
ter Hamming-Code, Minimalabstand 4}, n = 16 (je zwei Code-
Worter des erweiterten Hamming-Codes nebeneinander geschrie—
ben, Minimalabstand 4), n = 24 (erweiterter Golay-Code

(vgl. unten), Minimalabstand 8).

Die hier skizzierte Theorie 1laBt sich auch fir lineare Codes
iber bheliebigen endlichen Kérpern ansetzen. Bei terndren
Codes (Codes iliber F3) bleibt man dabei noch im Bereich der
oben beschriebenen Modulformen. Fir beliebige Primzahlen ge-
langt man in natiirlicher Weise von Ccdes idber Fp zZu Git-
tern tber bestimmten algebraischen Zahlkdérpern, und von die-
sen zu Thetareihen in mehreren Variablen, die sogenannte
Hilbertsche Modulformen sind. Das Studium Hilbertscher
Modulformen ist auf das Engste verkniupft mit dem Studium
Hilbertscher Modulvarietdten. Die Hilbertschen Modulflachen
sind in den letzten eineinhalb Jahrzehnten sehr intensiv
studiert worden. Im Fall p =5 gelangt man zu einer be-
stimmten Hilbertschen Modulflache, die in "F. Hirzebruch:
The ring of Hilbert modular forms for real duadratic fields

of small discriminant, in Mecdular Functions of One Variable
VI, Springer, Berlin 1977" studiert wurde. Aus den dort er-

zielten Ergebnissen kann man die von Gleason, Pierce und
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Sloane erzielte Beschreibung der Gewichtszahlerpolynome
selbstdualer Codes Gber Fg ableiten (G. van der Geer,
' F. Hirzebruch: siehe Kommentar in: F. Hirzebruch, Gesammelte

Abhandlungen, Bd. II, 8. 796-798, Springer-vVerlag 1987).
Go - a a

Bei dem erweiterten Geolay-Code haﬁdelt es sich um einen
linearen, l2-dimensionalen Code in (F2)24. Demnach kann man
sich beil der Beschreibung- des Geolay-Codes darauf bhe-
. schrdnken, 12 Basisvektoren anzugeben: jede Summe beliebig
vieler dieser 12 Basisvektoren ergibt ein Codewort, und

jedes Codewort wird so erhalten. In Abb. 12 sind 2zwélf

Basisvektoren aufgelistet.

lloococooopgooool Lolllooolo
loloooaoccooo0oaoaoollolllooold
loovloooco0o00o000o0lollolllooos
loooloogcoooogoolollolllloo
l100001loo0000a000lollollilo
looooolooocoogooolollolll
l1lo0o0000looooolooolceclloll
loopovoocooloooollooolollol
looooocoooolooollloococlollaoa
lo0o0000c00000loocolllooololl
looooocooooo0olololllooolol
cooooooocooonoo0oo0ol1l1 11122111111

Abb. 12: Zwélf Basisvektoren fir den erweiterten
Golay-Code untereinander geschrieben.

G 1ist ein doppelt-gerader, selbstdualer extremaler Code mit.
Minimalabkstand d = B; insbesondere kann exr 3 Fehler korri-
gieren. Streicht man irgendeine Spalte in Abb. 12 (zum Bei-

spiel die erste), so erhdlt man 12 Basisvektoren fir den




eigentlichen (bindren) Golay-Code; bei diesem handelt es
gich also um einen l2-dimensionalen Code in (!Fz)23 mit
Minimalabstand d = 7. Dieser auferst effektive Code wurde
von M.J.E. Golay 1949 bei der Suche nach sogenannten

"perfekten Codes" entwickelt.

Der erweiterte Golay-Code enthilt genau 759 Worter mit
Hamming-Gewicht 8, d.h. mit genau 8 Einsen. Wir nennen diese
Worter Oktaden. Damit folgt fir G eine bemerkenswerte
Eigenschaft: Zu je fanf beliebig ausgewidhlten stellen gibt
es genau eine Oktade, welche an diesen Stellen eine 1 hat.
Einerseits kann es namlich keine zwei verschiedenen Oktaden
W und W' geben, die an den gleichen 5 Stellen Eingen
haben, denn sonst hatte das von 0 verschiedene Codewort
W+’ weniger als 7 Einsen, wogegen ja & Minimalabstand
d = 8 hat. Andererseits mﬁﬁ es aber zu je 5 Stellen min-

destens eine Oktade geben, die an diesen Stellen Einsen hat,

denn
Anzahl der Anzahl der Moglich-
Oktaden x | keiten 5 Einsen von| = 759 «x %%%%g%g =

8 auszuwdhlen

Anzahl der Méglich-

_ 24+23-22-21

T332 = |keiten 5 Stellen aus

24 auszuwahlen




Diese bemerkenswerte Eigenschaft des Codes G ist die Lo-
sung eines 1937 von E. Witt untersuchten Problems: "Aus 24
perscnen sollen 759 Vereine gebildet werden. Jeder Verein
soll aus 8 Mitgliedern bestehen. Finf beliebige Personen
sollen jeweils einem einzigen Verein angehoren". Etwas we-
niger anschaulich ausgedriuckt, sollen aus einer 24-elemen-
tigen Menge 8-elementige Teilmengen derart ausgewahlt wer-
den, daB jede 5-elementige Teilmengé in genau einer dieser
g8~-elementigen enthalten ist. Eine solche Kollektion von
8~elementigen Teilmengen nennt man "Steinersystem
5(5,8,24)". Witt zeigte - worauf es ihm eigentlich ankam -,
dag die Automorphismengruppe dieses Steinersystems K die
Mathieu-Gruppe My, ist (als Automerphismus bezeichnet man
hier jede Vertauschung der 24 Elemente, die jede‘Mengé des
Steinersystems wieder in eine solche ilberfdhrt).

Diese Gruppe M ist eine sogenannte sporadische einfache

24
Gruppe, d.h. eine einfache endliche Gruppe, die sich in
keine der bekannten Serien von einfachen endlichen Gruppen
einordnen laB8t. Was eine einfache Gruppe ist (ndmlich "Eine
Gruppe ochne nicht-triviale Normalteiler™), wollen wir hier
nicht weiter erkliren. Ein gewisses Bild erhdlt man, wenn
man sich die einfachen endlichen Gruppen als Grundbausteine
fir die Gesamtheit aller endlichen Gruppen vorstellt. Daher
ist es eine wichtige Aufgabe, samtliche einfachen Gruppen zu
klassifizieren. Zur Zeit dieser Arbeiten von Witt waren
neben gewissen Serien einfacher Gruppen nur fuinf weitere be-
kannt: die Mathieu-Gruppen Mllfmlz'Mzz'M23’M24' Die Gruppe
M24 ist die groBte unter ihnen: sie hat 244 823 040 Ele—

mente.

e




Der erwveiterte Golay-Code wird von seinen Oktaden erzeugt
{}edes Codewort ist Summe von Oktaden), wie ein Blick auf
'Abb. 12 zeigt (man ersetzt das letzte Codewort in Abb. 12
durch die Summe des letzten und vorletzten und erhdlt eine
Basis von G , die nur aus Oktaden besteht). Die Oktaden
bilden ein Steinersystem 5(5,8,24). Die Automorphismen-
gruppe dieses Systems ist M,,- Also ist auch die Automor-
phismengruppe von G die Gruppe My, Erwahnenswert ist in
diesem Zusammenhang noch, daB der oben erwdhnte eigentliche’
binare Golay~Code in (E2)23 als Automorphismengruppe die

Gruppe M hat. Neben diesen beiden binaren Golay-Codes

23
gibt es noch zwei weitere nach Golay benannte Codes. Diese

sind terndre Codes, genauer 6é-dimensionale Unterraume in

(F i1 bzw. (F3)12. Ihre Automorphismengruppen sind M4

3)

und M respektive.

iz

Das zum erweiterten Golay-Code gehdrende Gitter TI' hat eine
Automorphismengruppe der Ordnung 22% « IM, ;] (als Automor-
phismus eines Gitters bezeichnet man jede Drehung des zu=-
grunde liegenden euklidischen Raums, die das Gitter in sich
Uberfilhrt). Mittels dieses Gitters Kkenstruierte J. Leech
1964 ein sehr wichtiges Gitter, das nach ihm benannte

Leech-Gitter: seine Gitterpunkte sind die Punkte von I’

: =3 1 1 1 ;
und die Punkte ( ’ ‘ s s——s) + I {die um den
23/2 23/2 23/2 23/2
1 1 1

verschobenen Punkte wvon

-3
Vektor ( ' ’ AN e wry,
$3/2'33/2' 3372 5372

r'): dabei ist rr das Teilgitter aller G&Gitterpunkte




et %24
(—=,...,—) aus T, fir die X A, +...+X,, durch 4 teil-

V2 vz

- bar ist. Etwas bequemer und &hnlich der oben gegebenen Be-
schreibung des Gitters Ey kann man das Leech-Gitter
(genauer: ein zum eben konstruierten Gitter aquivalentes

Gitter) auch beschreiben als die Gesamtheit aller
24,1

(xl,...,xzs) im Minkowski-Raum R , wo die x; ganze
Zahlen sind und
3x1+5x2+7x3+...+45x22+47x23+51x24—145x25 =0 gilt (R.T.

Curtis, siehe J.H. Conway, N.J.A. Sloane: Lorentzian forms
for the Leech Lattice, Bull. Am. Math. Soc. 6 (1982),

215-217) .

Das Leech-Gitter ist wie das zum Golay-Code gehérende Gitter
I' gerade und unimodular. Es enthdlt aber keine Vektoren der
Lange V2. Es gibt genau 24 gerade, unimodulare Gitter (H.
Niemeier 1968), aber nur eines unter ihnen enthalt keine
Vektoren der Linge +2, namlich gerade das Leech-Gitter. Die
zum Leech-Gitter gehdrende Kugelpackung hat die Dichte

712,121 = 0,001929...; dies ist die dichteste unter allen
bis heute bekanhten Kugelpackungen (Gitter - oder nicht) in
24 Dimensionen. Es gibt genau 196 560 Vektoren kurzester
Linge 2 im Leech-Gitter. Dies ist die maximale KuBzahl in 24
Dimensionen (0Odlyzko, Sloane 1979). Die Anzahl Nm der
Gitterpunkte auf .der Kugel vom Radius vZm berechnet man

leicht mittels der im letzten Abschnitt skizzierten Theorie

(vgl. Abb. 13).




THE LEECH LATTICE IN R%#

" Ny Prime Fuctars of N, |
0 1 !
1 0 0
2 195550 345713
3 16773120 2123457413
4 196034000 33754713
5 46293811720 24387313
& 34417656000 30 sh 71317103
7 187489935360 212-3%.8.7:13-23
8 $14379774800 2105171317 19-151
9 2974551438000 213.33.40.7.13-887
3] 9486551299680 2-175-7132312952
1 7052945920000 2143 T 13T 2
12 70485236999360 28,18 572 | 31-59- 50091
13| 169931095328720 | 24437570 13-1489
14 { 194161586152000 | 2" 3%5%7-13-23-83-511%
15 1 820166620815350 | 23 S T13-17-19-23- 1097
16 | 1663890090322000 | 2*-3%5%7-13-751-1861
17 | 3249636112232960 | 28%3*5-713-23-i16993
18 | 6095882661243520 | 2%3%5-7%.13-17-260654803
19 | 110455008 16896000 § 2'%3%$%7.13-23-1571
20 | 19428435855275360 | 29-3%5:7%13.23-1747-175709

Abb. 13 Die Anzahl N der Gitterpunkte auf der Kugel

vom Radius V2m beim Leech-Gitter.

Die Automorphismengruppe des Leech-Gitters hat die Ordnung
8 316 553 613 086 720 000 (FJ.H. Conway 1968). Aus dieser
Automorphismengruppe heraus konstruierte éonway auf einen
Schlag drei einfache Gruppen, die Gruppen «+1,°2,*3, Dies
war, nach fast 100 Jahren Ruhe auf dem Gebiet der endlichen
einfachen Gruppen, ein Durchbruch. Mittlerweile ist die
Liste der einfachen Gruppen vollstdndig. Neben bestimmten
Serien gibt es genau 26 sporadische ainfache Gruppen (vgl.
Abb. 14). Die gréfte unter ihnen ist das sogenannte Fischer-
Monster mit ca. 8.08 x 10°% Elementen. Beim Beweis ihrer
Existenz (R.L. Griess, 1980) spielte das Leech~Gitter

nochmals eine wichtige Rolle.
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AR,

Group Notation Discoveren(s) Date Order

My Mathiew 1851 1431511 = 7,90
Marhieu-Coie

My Mathieu 1861 1431511 = 95,040
Mathieu-Miiler

My Mathieu 1473 2128711 = 4150
MathisusMilier

My Machieu 1873 27315, 7-11-23 = 10.300 960
Mathiey-Mitler

My Marhien an 200335-7.11-23 = 244,8]),040
Marhiou-Mifler

Jottaoesy lsmko 1965 293-5-7-11-19 = 175,350

HaJW or Jy Hall and Wales 1967 TSI = G04 00

ot Has or £, Hali-Janko .

HiY D. Higman and Sinw 1967 2V3ESIT- 11 = 44,052,000

Mel Mclzughlin 1968 2'38507-11 = 898,128,000

52 or Kuz Sutuki 1968 27537 1113 = 448,045,497, 500

HIMeK ot 1y G. Higman and McKsy 1968 27155-17-19 = 50,232,950

or HIM Halt: Janko-MeK 2y

oty Janko-Higman and MeKay

«1 ot Coy Conway 1968 239597111323 = 4,157,771, 806,543.360,000
Conway-Thompson

“lorCoy Conwey 1963 1836537- 1123 = 42.305.421.312.000
Conway-Thompson

~3or oy Canway 1968 21053711, 23 = 495.756.556,000
Conway-Thompson

He ox MK Held, G. Higmas and MeKay 1968 21033527317 = 4,630,347,200

or HEM

MUID o Fiyy Fischer 19 27152714413 = 0,561, F51,654,400

o Fy

M o Fiy Fischer 1965 TWIYIST T (1.13.17-20 = 4,009.470.473.293,004,8600

or Fyy

M e Fi'yy Flzeher 199 PIJNNTIELL (.17 23-79 = | 285,205 709, 190.661. 721, 292,500

or Figg o8 Py

Ly or LyS Lyens-Sims 1970 2037547, 11.31. 37,67 = 51,765,179,004, 000,000

R ot RCW Rudvalis-Conway-Wales wn 21283713 N = 145,926, 144,000

or Rua Rudvalis

O'N o @'NS O"Man-Sims [L2a) WIE-7H - 19-31 = 460,815,505.920

Fo FLS Fischer and LooorSims 197 |20 3587IEL - 13-17-19-28-31-47 = 4,15 X 109

o ForFy Fisclver

Tefwt Thompren- Srmrich 1914 115310537213, 19-31 == 90,743,343, 587,472,000
Fischer- Smitk-Thompwon

Ha'N5 o Fy Harads-Conway-Noron-$Smith 1Y 21434287 11- |9 = ¥773,030,912,000,000

o F Fischer-Smith
Harada-Norton sod Smith

A or F Fischer 1974 | 2v3mserin 11317-19.23-29
Fischer-Grens A1-41-47.59-TL o 8,08 X 10N

I Janko 1973 INIIS. 710500, 19,31 3743 = 84, 775.571,046.077,562. 880
Marton-Parker-Benson-Conwny- Thackray

Abb. 14 Die 26 sporadischen einfachen Gruppen. Das

Patum der Entdeckung ist im Allgemeinen nicht
identisch mit dem Zeitpunkt des Nachweises

ihrer Existenz.
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